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Introduction

Vous trouverez dans ce document le module (Transformation intégrale dans les espaces Lp), pour

les étudiants de mathématiques de troisiéme année, représentées dans les chapitres suivants

Le chapitre 1 sur les espaces Lp, Ces espaces constituent un outil fondamental de 1’analyse
fonctionnelle en permettant la résolution d’équations par approximation avec des solutions non

nécessairement dérivables ni méme continues.

Le chapitre 2 sur les transformations de Fourier, la transformation de Fourier intervient dans la
résolution d’équations et des systémes différentielles. Aujourd’hui en électronique, cette trans-

formation peut intervenir dans la théorie de la chaleur et au traitement du signal.

Le chapitre 3 sur les transformations de Laplace, nous allons de nouveau examiner les équa-
tions différentielles mais en se servant d’un outil trés puissant, la transformée de Laplace d’une
fonction, ainsi nommeée en ’honneur du marquis Pierre-Simon de Laplace.

Le chapitre 4 sur les travaux dirigés, nous présentons des exercices appliqués aux chapitres

précédents.



Chapitre 1

Les espaces LF

Dans ce chapitre, nous définissons un type d’espace de Lebesque qui joue un role important
dans I'analyse fonctionnelle, la transformée de Fourier et la théorie des équations aux dérivées

partielles et des probabilités.
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1.1 Les espaces de Lebesque L? et L?

1.1.1 Les espaces [?

Dans cette section, nous étudierons des familles entiéres de fonctions, c’est-a-dire des “espaces
de fonctions”, ou espaces fonctionnels. On considére un espace mesuré (X, M, p1), tel que X un

ouvert de R™ et on notera X = R ou C.

Définition 1.1.1 Soit p € [1,4o00[. On définit :

LP(X, M, ) = {f:X—>K mesurable //]f]pdu< oo}.

pour f € LP(X, M, ), on note par

o=

191, = ([ 177an)

Remarque 1.1.1 Si (X, M, u) = (N, P(N),m), m désigne la mesure de comptage alors

LP(N, P (N),m)=1”(N) = {(an)nzo Y lanl” < +oo} .

n>0

Exemple 1.1.1 Soit f : R — R, f(2) = o==.

vérifier que f € L2(R, B(R),\).
fe L3R, B(R),\) < f est mesurable et / |f ()] dz < .
R

— On a f est continue, d’ou f est mesurable.

- Ona

1 2

[r@par= [|—

1
:/ 2d:1:
rl+x

= arctan g ()

s
—0o0

=7 < +0o0.
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donc : f € L%R, B (R),\).

Définition 1.1.2 Soit P = +o00. On définit :
LX(X, M, ) ={f: X — K, mesurable telle que f est essentiellement bornée}

telle que, une fonction f : X — K est essentiellement bornée s’il existe un réel A > 0 tel que

|f] < A u-presque partout, i.e. u({x € X, |f(z)] > A}) =0.
pour f € L®(X, M, u), on note par

1]l = supess|f (@) = inf({A >0, || < A p-presque partout}).

zeX

et on a

\f(x)| <|Ifllo, pour p-presque tout x € X

Remarque 1.1.2 Si (X, M, p) = (N, P (N),m), m désigne la mesure de comptage alors

LP(N, P(N),m) = 1> (N) = {suites bornees} .

Exemple 1.1.2 Soit f : R — R, f(z) = 5.
vérifier que f € LR, B (R), \).
f e L3R, B(R),\) < f est mesurable et essentiellement bornée.

— On a f est continue, d’ou f est mesurable.
- OnadA=1,|f(x)|<1VzeRiel|f(x)| <1 p.p, alors f est essentiellement bornée.

donc f € LR, B(R),\).

Proposition 1.1.1 Soit p € [1,4+00]. L’ensemble LP(X, M, 1) est un sous-espace vectoriel de
F(X,K), c-a-d LP(X, M, ) est un espace vectoriel sur R ou C.

Preuve.
Cas 1. pour p = 1 évident

Cas 2. pour 1 < p < +00.
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- On a la fonction f () =0 € LP(X, M, u), donc LP(X, M, u) # .

- Soient f, g € LP(X, M, ), alors f+g € LP(X, M, pu)?

ona f, g€ LP(X, M, n) donc f, g sont mesurables, alors la fonction f+ g est mesurable. on a

/\f+9!pdu§/ (7] + 19)” du
X X
< [ 2" (1117 +1ol") do

<o ([ aus [ 100" an)

<oocar f,g€ LP(X, M, pn)

donc f+ g est mesurable et [, |f + g|"dp < 0o c-a-d f + g € LP(X, M, 1)

- Soit f e LP(X, M, u), « € Ralors af € LP(X, M, p)?

ona f € LP(X, M, u)c-a-d f est mesurable, donc af est mesurable. on a

P4 p Pd
/X o f PP dj < /X lof? (1" di

<lal” ([ 1917 )

<oocar f e LP(X, M, p)

donc o f est mesurable et [, |af["du < oo c-a-d af € LP(X, M, p).
Cas 3. pour p = +o0.
- On a la fonction f () =0¢€ L2(X, M, ), donc L®(X, M, 1) # @.
- Soient f, g € L>®(X, M, p), alors f+g € LO(X, M, u)?
car f, g € L>®(X, M, ) donc f, g sont mesurables, alors la fonction f+ g est mesurable.

on a

feLe(X,M,u)=3M, =0 :|f(x)] < M. p-presque partout

g€ LPX, M, )= 3IMy >0 :|g(z)] < M. p-presque partout
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alors

|f+al <[f]+ ]

< M; + M; p-presque partout

donc f+ g est mesurable et |f + g| < M p-presque partout tel que (M = M; + M;) c-a-d
f4g€Lo(X, M, p).

- De la méme fagon, on montre que af € L>®(X, M, u).Cela montre que LP(X, M, i) est un

sous-espace vectoriel de F(X, K), p € [1,40o0] .

Définition 1.1.3 Une fonction ¢ : I C R — R est convexe ssi pour tout x,y € I et t € [0,1]

alors

etz +(1-t)y) <tp(x)+ (1 -1)¢e(y).

Définition 1.1.4 On dit que p et q sont deux exposants conjugués pour tout p, q € [1,+0o0] ssi

% + % = 1. On notera dans toute la suite q le conjugu e de p.

Par exemple, 1 et +00 sont conjugués, 2 est son propre conjugué, 3 a pour conjugué %

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Young) Soient p, q € |1,+o0[ deux exposants conjugués. Si
a,b>0, on a

1 1
ab < —aP + —b?
p q
avec égalité si et seulement si a? = b9.

Preuve.

Cas 1 : pour a =0 ou b = 0 c’est évident.
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Cas 2 : pour a,b > 0, posons (u,v) = (a,b), on a

v = e )

1ln(up) 1ln(vq)

— epr eq
lln(up) lln(vq)
— er q
1 ln(up) ]_ ln(vq) . .
< -e + —e¢ car la fonctiont exp(t) est strictement convexe
p q
1 1
S —uP + —p?
D q

donc

Lemme 1.1.2 (Inégalité de Holder) Soient p,q € [1,4+00] des exposants conjugués. Si f, g :
X — K sont des applications mesurables et si f € LP(X, M, ), g € LYX, M, ) alors f.g €
LY X, M, ) et on a

[ gl 111, ol (111)

Pour p=q =2, il s’agit de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
[ \raldn <171, gl

Preuve.
Cas 1:pour (p=1, ¢g=+00)ou (¢ =1, p=+00) c’est facile.
Cas 2 : pour 1 < p,q < 400.

-si [ |f-g]dp = 0 C’est évident.
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- si [y |f.gldu # 0, on applique I'inégalité de Young pour a =
LP(X, M, ), g € L9X, M, i) on obtient

S

/[ i .
X Sy [£1P dp) (Jx lg|* dpe)
| fI” lg]*
A A e

1 1
< - - Py I 0y
_p(fX|f|pd,u)/X|f| M+q(fx|g|qdlu)/x|g| 1%
1 1
p

+-=1
q

donc

AU ( [ du) ( [ 19 du) — 171, gl

Lemme 1.1.3 (Inégalité de Minkowski) Soit p € [1,4+oc0[. Si f,g : X — K sont des

applications mesurables et si f,g € LP(X, M, ) alors

1f +gll, <171, + llgll, (1.1.2)
En particulier, si f,g € LP(X, M, 1), alors f+ g € LP(X, M, u) et linégalité (1.1.2) est vraie.

Preuve.
Cas 1. pour p = 1 évident.

Cas 2. pour p = +00. On a

[f + gl < [f1+ 19l < N fllo + 9l (1.1.3)

et on a

\f+9gll, =inf {A>0, |f+g|] <A p-presque partout}) (1.1.4)
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de (1.1.3) et (1.1.4), en passant a la borne inférieure on trouve

1+ 9lle < 1 Flle + 1191l -

Cas 3. pour 1 < p < +o00.
Si |[f + gll, = 0 alors I'inégalité est triviale.

Si|f+gll,#0, ona
1 p

1
-+ —=1et > 1
I p—1
on pose
g= 2
p—1
c-a-d
(p=1qg=p (1.1.5)

alors I'inégalité de Holder pour ¢ = p/(p — 1) donne

/|f+g|pdu=/ 4l IS + gldu
X X
< / 4 gl 1+ / 1+ gl gl du
X X

el |f+g!(”_”qdur I !fl”duFJr [[1somal [ Iglpdu]%
et [/X\fwr”dur {/X\f\f’dur+{/xwf+gr”dur UX\g\pdur
< [/X|f+g|”dur(Ux|f|”dur+[/x |g|pcmr> (1.1.6)

donc de (1.1.6) , on obtient

([iraran). || |f+9|pdu}%§ ([ / |f|pdur+ / |g|pdﬂr> (117)
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car 1 —1 =1 de (1.1.7) on a
q p

</X|f+g\pdu)%§ ({/}(!f!”durJr{/)(!g!”duF)

c-a-d

1 =+ gll, < 1IF1l, + llgll, -

1.1.2 Les espaces L?

Soit p € [1,400]. Il suit de 'inégalité de Minkowski que £P(X, M, i) est un espace vectoriel, et

que l'application ||.|[, : f — ||f]|, est une semi-norme sur LP(X, M, 11). En effet,

— [Ifll,, = 0 pour toute application f € LP(X, M, ).
= [lafll, = |af[|f]l, pour toute application f € LP(X, M,pu) et a € R.

= |If +gll, < Ifll, + llgll, pour toute application f,g € LP(X, M, p).

En revanche | f||, =0 < f(z) = 0 pour p-presque tout x € X, donc || f|[, n’est pas une norme

si la tribu M contient des ensembles non vides de mesure nulle.

Considérons alors R la relation d’équivalence sur LP(X, M, i) définie par
fRg & f(x) = g(x) pour p-presque tout z € X i.e [|f — g, =0.

Etant donnée une application f € LP(X, M, ), on note [f] la classe d’équivalence de f pour

la relation R, c’est & dire que

[f]={9 € LN(X,M,p): f(x) = g(x) p-presque partout}

Définition 1.1.5 Soit p € [1,+00].On note LP(X, M, u) le quotient de LP(X,M,pn) par la

relation d’équivalence R, c-a-d

LP(X, M, p) ={[f] - f € LY(X, M, p)} = LY(X, M, 1) /R .

10
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Remarque 1.1.3 En fait, lorsque l'on travaille avec des éléments de LP(X, M, i), on raisonne
avec des classes d’équivalence. Mais dans toute la suite du cours, on identifiera la classe d’équi-
valence avec l'une de ses fonctions représentatives. Cependant, on ne pourra pas évaluer une
fonction de LP(X, M, i) en un point. En effet, deuz fonctions dans la méme classe d’équivalence

peuvent différer sur un ensemble de points de mesure nulle.

Propriétés élémentaires des espaces LP.

Proposition 1.1.2 Soit p € [1,+o0]. Alors le couple (LP(X, M, ), ||l|,) est un espace vectoriel

normé, avec les opérations d’espace vectoriel

1+ 19l =[f + 9], alf] = [af], Va e R,Vf, g € LP(X, M, p).

et la norme

o=

WAL = 171l = ( / \f!pdu) pour1 < p < +oo,¥f € LH(X, M, ),

Il = Ifllo = inf({A =0, |f] < A p-presque partout}), pour p = +o0,Vf € LX(X, M, p).

Preuve.

- La preuve que I'ensemble LP(X, M, u) est un espace vectoriel est la méme que la preuve du

proposition 1.1.1

- Il suffit de montrer que ’application H||p est une norme sur LP(X, M, ). On suppose que
p < L. Si|f|l, =0, alors f = 0 p-presque partout, donc f = 0 dans LP(X). L'in¢galit¢ de
Minkowski donne l'inégalité triangulaire et on a bien I’homogénéité. On montre également le
cas p = 1.

On n’étudie d’ordinaire les espaces vectoriels normés que s’ils sont complets

Théoréme 1.1.1 (Riesz-Fisher).Vp € [1,+00], alors l'espace LP muni de la norme ||.||, est

un espace de Banach i.e (un espace vectoriel normé complet).

11
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Afin de prouver cette théoréme, nous avons besoin des théorémes suivantes

Théoréme 1.1.2 (Convergence monotone, Beppo Levi) Soit f, : X — [0, +o0] une suite

croissante de fonctions mesurables positives, et soit f = lirf fn. Alors, f est mesurable et

m / Jndp = / (nggloofn) dp = / fdp

Théoréme 1.1.3 (Convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,), .y une suite de fonctions

LY telle que
i) fn(x) = f(x) p.p sur X,
ii) 1l existe une fonction g € L' telle que ¥V n |f, ()| < g (z) p.p sur X.

Alors f € L' et || fo — fll;. — 0.

Preuve théoréme 1.1.1.
Cas 1 pour p = +00. Soit (f,)nen une suite de Cauchy dans L>(X, M, u).

soit k> 1:

1

Par la définition de la norme |||, on a

1
AN, € NyVn,m > Ny, | fn () — f (2)] < T j-presquepartout

c-a-d 3 Ej négligeable tel que
1
AN, € N,Vn,m > N, | fn () — f (2)] < E,V:c € X /E;

Posons F = Ui E) (F négligeable), donc on a

1

AN, € N,Vn,m > Ny, | fo (1) — [ (2)] < k

NVre X /E .

12
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Ainsi (f, (7)),cn est une suite de Cauchy de R et car (R,|.|) est un espace de Banach, donc

(fn (2)),en convergente vers un certain f (z) € R. c-a-d pour m — +oo
1
3N € NV = N [lfo = fllo < 7 (1.1.8)
de plus

< = Falloo + [[fnllo

1
< —
< Tt
alors f € L*, alore de (1.1.8) on a
| fn = fll.. — 0 pour n — +o0

donc

fn — f € L™ dans L™

ainsi L™ est un espace de Banach.

Cas 2 pour 1 < p < +o0. Soit (f,)nen une suite de Cauchy dans LP(X, M, u). pour conclure

il suffit de montrer qu’une sous suite extraite converge dans LP.

On extrait une sous suite (f,,) telle que

1
I € NV, m 2 ny, || fo = finll, < 5

1 2

K
ng > ng—1,Yn,m > ng, || fo = full, < <§> :

13
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c-a-d

Vk > 1, ank+1 o fn’“Hp

On va montrer que (f,, ) converge dans LP. Pour simplifier les notations on écrit f, au lieu de

fn,, de sorte que 'on a
1
Vk Z 17 ||fk+1 - kaP < ?

on pose
Z |fk+1 k )‘

on a (gn),cy st croissante, et on a aussi

k+1 fk

lgnll, =

p

< Z ka-+1 - f. Hp (I'inégalité de Minkowski)

1
< o (série géométrique)
k=1

<1

donc g, € LP. Par le théoréme 1.1.2 de la convergence monotone on a g, — g dans L” et g €
LP.

D’autre part, pour m > n > 2, et par la définition de g,, on a

[fn (@) = fo (@) = [frn (2) = frnm1 (@) + fro1 (2) + oo+ frm1 (2) = fuor (2) = fu (2)]
< fon () = fona (@) £ oo+ | fra (2) = [ (2))]

< oo (2) — fu ()
< S o @) = Fe @)= 3 Vs (&) — fi ()]
< g(z) = gn-1 (2) (1.1.9)

14
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il en résulte que p.p sur X, (f, (x)) est de Cauchy et pour m — +oo, de (1.1.9) on a

|f (#) = fu (2)] < g (2)

c-a-d

|f (x) — fu(2)] < g(x), pour n > 2
= |f(z) = fu(2)]” < (g(x))", pour n > 2

= [lf = fall, < llgll, < +o0, pourn >2

donc f — f, € L?, et

||f||p = ||f - fn + anp
< ”.f - anp + ||fn||p

< llgll, + I£all,

alors f € L?, de plus on a

1f = Fall, < llg = gnall,

Pour n — 4+

If = full, = 0

ainsi L? est un espace de Banach.

Lien entre convergences j-presque partout et LP

Proposition 1.1.3 Soit (f,)nen une suite de LP (X)) convergeant dans LP (X) vers f. Alors il

existe une sous-suite (fym))nen convergeant pi-presque partout vers f.
Preuve. voir ([7], chapitre 8).

Théoréme 1.1.4 (Convergence dominée L”). Soient (f,)nen une suite de LP (X) et f :

15
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X — R mesurable telles que
(i) La suite (f)nen converge p-presque partout vers f,

(i1) Il existe g € LP (X) telle que, pour tout n € N, on ait u-presque partout |f,| < g. Alors
Ifn=fIl —0

Preuve. Voir ([7], chapitre 8). Ici, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée

(théoreme 1.1.3).

Comparaison des espaces L?

En général, il n’y a pas de relations d’inclusion entre les espaces LP(X, M, i) pour différents
exposants p. Par exemple, considérons (X, M, 1) = (R, B (R), \) et les espaces L' (R, B (R), \),

L* (R, B(R), \) associés. Alors avec

1 1
f(z) = ﬁl]o,l] (), g(z) = El[l,—i-oo[ (x),
onaf € L' (R, B(R),\) mais f ¢ L?(R,B(R),\), alors que ¢ € L*(R,B(R),\) mais
g¢ L' (R, B(R),\).
On n’a donc aucune inclusion entre les espaces L' (R, B (R), \) et L? (R, B (R), \) . L’exemple se
généralise pour les espaces LP (R, B (R), ) et L7 (R, B(R), ). Par contre si u est une mesure

finie (typiquement une mesure de probabilité), les espaces LP(X, M, p) sont ordonnés pour

l’inclusion.

Théoréme 1.1.5 Soit (X, M, u) un espace mesuré fini (c’est a dire u(X) < +o00) alors pour
p=q, ona

LP(X, M, p) € LY(X, M, p)

Preuve.

Cas 1:sip=+oo:sife L®X,M,pu)alors f € L1(X, M, u), en effet

|f(x)] < ||fll,, pour p-presque chaque =

16
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et donc

i1, = ( /. If\qdu)%
<(/ Hfuzoduf
<t (/. duf

— | £llo (1(X))7 < +00.

alors f € LY(X, M, ).

Cas 2 :si f e LP(X,M,u)etp>qalors f € LYX, M, ), en effet comme %—1— I% = 1, posons

a= 1507 B = p%q, sont conjugués, I'inégalité d’Holder (1.1.1) pour ces exposants «, 5 donne alors
115 = [ 17 1) d
X
e 1% L 15
<|[umta] | [ @ al
X X
< ey | [ an]
X
donc

alors f € LI(X, M, ).

Remarque 1.1.4 Plus précisément, le théoréme 1.1.5 montre une inclusion topologique LP(X, M, i) —

LY(X, M, ) car Uinclusion canonique f € LP(X, M, n) — f € LUX, M, ) est continue.

Proposition 1.1.4 1- Si 1 < p < +00, l'ensemble des fonctions etagées intégrables est dense

dans LP.

17
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2- L’ensemble des fonctions étagées est dense dans L.

1.1.3 Dual. Réflexivité. Séparabilité de L”

Dans cette section nous présentons des résultats trés importants concernant la réflexivité, la

séparabilité et la dualité des espaces LP.

Dual de L?

Dual topologique

Le dual topologique d’un espace vectoriel normé E sur le corps K est, par définition, I’ensemble
des formes linéaires continues de F, c-a-d des applications linéaires continues de £ dans K. On
note cet ensemble E*. Ainsi, E* = L (F, K) et, par ce qui précéde, E* muni de la norme |.||

définie par

Ifll= sup |f(@)= sup |f(z)= |f ()]

€ B Jz]|=1 €|zl <1 zeBa#0 ||7||

(1.1.10)

est un espace de Banach puisque K est complet.

Lemme 1.1.4 Soient p et q tels que 1 < p,q < 400 et % + %1 = 1. Soit g € L9, l'application

Lg définie par

Lg: L’ (X)— K
H/f

est une forme linéaire continue sur LP de norme égale a ||g||, -
Preuve. Voir ([4], chapitre 3).

Théoréme 1.1.6 (Représentation de Riesz) soit 1 < p < +oo et 1 < g < 400 tels que % +
%1 = 1. Pour toute forme linéaire continue ® sur LP, il existe un unique g € L9 tel que ® = Lg

et on a||gll . = (@l ()

18
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Ce théoréme est trés important. Il exprime que toute forme linéaire continue sur LP avec 1 <
p < 400, se représente a l'aide d’une fonction de L?. L’application ¢ — Lg est une isométrie

linéaire bijective qui permet d’identifier le dual de LP avec L1.

Preuve. Voir ([4], chapitre 3).

Conclusion 1.1.1 Le dual de LP s’identifie a L9 tels que 1 < p < oo et 1l < q < —i—oo,% + %

=1.

Théoréme 1.1.7 Le dual de L™ contient strictement L' et s’identifie a l’espace des mesures

de Radon.

Réflexivité de [P

Définition 1.1.6 On dit que E est réflexif si ['isométrie canonique J est surjective E& sur E**

c-a-d J (E) = E**, ou E** le dual topologique de E*.
Théoréme 1.1.8 LP est réflexif pour 1 < p < +oo.
Afin de prouver ce théoréme, nous avons besoin des définitions et théorémes suivantes

Définition 1.1.7 On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si, pour tout

e >0, il eriste 6 > 0 tel que
+
e B, ol <Ll < e o=l > 9= (|52 <1-9).

Théoréme 1.1.9 (Milman-Pettis) Tout espace de Banach uniformément convezxe est réflexif.

Théoréme 1.1.10 . Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si E* est
réflexif. ou E* est le dual topologique de E (I’ensemble des formes linéaires continues de E dans
R).

Preuve du théoréme 1.1.8. Pour la démonstration du théoréme nous envisageons trois étapes.
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Etape 1 (Premiére inégalité de Clarkson).

Soit 2 < p < 400, 0n a

f+gll” f—gllP 1
H 2 2|, < 5 (flze +lgllz) s VfgeL”. (1.1.11)
Lp
En effet, il suffit de montrer que
a+bp+ a—>blP 1(’ |p+|b|p) vabeR
2 5 | =2l ) VO,0EXR.

On a
P
2

of + P < 2 (\al +8[*)?, Va,B>0.

se ramener au cas ol 3 = 1 et noter que la fonction (2% + 1)% — 2P — 1 est croissante sur [0, +00] .

En prenant o = ‘“TH] , B = |an1)| il vient

a+bl” |a—blF a+b]? Ja—0b*\’
2 2 - 2 2
a2 b2 £
()
Lo P
<L lap + 169

Cette derniére inégalité résulte de la convexité de la fonction x — |x|g car p > 2.
Etape 2. L? est uniformément convexe, et donc réflexif pour 2 < p < +00.

En effet, soit ¢ > 0 fixé. On suppose que

1flle < L llgll < Vet |If —gllp, > e

On déduit de (1.1.11) que

p
<1-96

e .

2

E\P
<1-— <§> et donc

Lp

20
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avec
11 (5)) o

Par conséquent LP est uniformément convexe, et donc réflexif.

Etape 3. L? est réflexif pour 1 < p < 2.

Soit 1 < p < 2. On considére 'opérateur T : LP — (L9)* défini comme suit : Soit v € LP fixeé,

Papplication Tu : f € L9 — f uf est une forme linéaire et continue sur LY de sorte que

<Tu,f>—/uf, Vfel?

D’apres I'inégalité de Holder

[T, )] < Nlull o 1] 2o

et par suite, de (1.1.10) on trouve

[Tull oy < Ml 1o (1.1.12)
D’autre part, posons
fo@) = lu (@) u(@), (fo(z)=0siu(x)=0)
on a
fo € L4 foll o = IlullZa® et (Tu, fo) = [lull%,
donc
<Tu7f0>
Tullpay 2 75— = llulls 1.1.13
H H(L ) ||f0|| H HL ( )
et en comparant (1.1.12) et (1.1.13) on obtient |T'ul| ;- = |lul|, Il en résulte que T est une

isométrie de LP sur un sous-espace fermé (puisque L? est complet) de (L9)*. Or L7 est réflexif

car 2 < p < +oo (29" étape) et donc (L9)" est réflexif voir théoréme 1.1.10. Il s’en suit que

T(LP) est réflexif et donc aussi LP.
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Proposition 1.1.5 Les espaces L' et L™ ne sont pas réflexifs.

Preuve. Voir ([4], chapitre 4).

Définition 1.1.8 Une fonction f : X — R est a support compact s’il existe un compact K
C X tel que f vaut zéro sur X \K : Nous définissons l’ensemble des fonctions continues a

support compact sur X

Co(X)={f: X — R, [ est continue et a support compact}

Nous appelons le support de f dans X I’ensemble

suppy (f) ={z € X : f(z) #0} C X

ou I’adhérence est relative a la topologie de X. Alors f est a support compact précisément quand

suppx (f) est compact.

Théoréme 1.1.11 (Densité) Soit X un ouvert de R", L’espace C.(X) est dense dans LP(X)

pour 1 < p < 400.

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).

Séparabilité L?

Définition 1.1.9 On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous-ensemble

D C FE dénombrable et dense.

Théoréme 1.1.12 L? est séparable pour 1 < p < 4o00.

Preuve. On désigne par (R;);cs la famille dénombrable de pavés R de la forme

R:
k

|ag, bx[ avec ag, b, € Qet R € X
1

n
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On désigne par E l’espace vectoriel sur Q engendré par les fonctions 1g, ( c-a-d les combinaisons
linéaires finies & coefficients rationnels des fonctions 1g, ), de sorte que E est dénombrable.
Montrons que E est dense dans LP(X). Soit f € LP(X) et soit € > 0 fixés. Soit f1 € C.(X)
tel que ||f — fill;» < € (théoréme 1.1.11). Soit X’ un ouvert borné tel que suppf; C X' C X

comme f; € C.(X'), on construit aisément une fonction f, € E telle que suppfy C X' et que

|fo(x) — f1(2)] < |Xf|% p.p sur X’. On commence par recouvrir Suppfi par un nombre fini de

pavés R; sur lesquels l'oscillation de f; est inférieure a —=

|X/|%. 11 en résulte que|fo — fi]| < € et

donc || f — f2| < 2e.

Théoréme 1.1.13 L’espace L n’est pas séparable.

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).

Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces LP.

Reéflexif | Séparable Espace dual
LP)1 <p<+o0 Oui Oui L1
Lt Non Oui L
L> Non Non Contient strictement L!

1.1.4 Convolution et régularisation sur R"
Cas mesurable positif

Définition 1.1.10 Soient f, g : R" — R deux fonctions mesurables. Le produit de convolution

de f et g est défini formellement par
(f xg)(z) = Rnf(x—y)g(y) dy (1.1.14)

Ce produit est défini pour tout x € R™ si f et g sont positives.

Proposition 1.1.6 Soient f, g deux fonctions mesurables positives. Alors f * g est mesurable
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positive et

[uep@=[ @[ wa

R

Preuve. On note que les fonctions (z,y) — = —y et (z,y) — y sont continues, donc elles sont
mesurables. On en déduit que la fonction (z,y) — f(x — y)g(y) est mesurable. Le théoréme

de Fubini-Tonelli assure alors que la fonction f x g est mesurable.

Proposition 1.1.7 Soient f, g deur fonctions mesurables positives. Alors
frg=gxf

Preuve. Ce point résulte du changement de variables z = x — y dans 'intégrale.

Exemple 1.1.3 Soit f := 1|_121/9. Pour tout v € R, on a

(f*f)(z)= / Lca21/2(W) 1 -12,/2) (2 — y)dy
R
_/1[—1/2,1/2}(9)1[1—1/2,z+1/2}(3/)d3/
R

=A([-1/2,1/2]N [z —1/2,2+ 1/2])
Cas général

Remarque 1.1.5 Soient f, g : R™ — R mesurables. Alors la convolution f*g existe en x € R"™

si et seulement si la fonction y — f(x —y) g (y) est intégrable, c-a-d |f| * |g| < +o0.

Théoréme 1.1.14 Soient f € L' (R"), g € LP (R") avec 1 < p < +o0. Alors, pour presque
tout © € R", la fonction y — f(x —y) g (y) est intégrable sur R™, et f x g € L (R"™) de plus

on a

1f* gl < Wl llgll e
Preuve. Voir ([3], chapitre 4).
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Proposition 1.1.8 Soient f € L' (R"), g € L? (R") et h € L7 (R"™). Alors on a
[ean=[o(Fen). o) =si-o)

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).

Proposition 1.1.9 Soient f € C.(R"), g € L},.(R™). Alors on a

(fxg) € C(R")

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).
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Chapitre 2

Transformation de Fourier

Dans ce chapitre, nous présentons la transformée de Fourier et ses propriétés ainsi que la méthode

de résolution des EDO et EDP avec cette transformée.
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2.1 Introduction

Nous savons que les fonctions périodiques peuvent étre développées en séries de sinus et de
cosinus, ou d’exponentielles complexes, appelées séries de Fourier. Physiquement, dans le cas
d’une onde sonore, on peut se représenter les termes d’une série de Fourier comme un ensemble
d’harmoniques dont les fréquences forment un ensemble infini mais discret {nv}, n = 1,2,3...
(v = w/27 est la fréquence du fondamental). En électricité, une tension périodique peut étre
représentée par une série de Fourier. Celle-ci est une superposition d’un ensemble infini discret
de tensions alternatives de fréquences nv. De méme, en optique, une lumiére constituée d’un
ensemble discret de longueurs d’onde {A/n}n = 1,2...; c’est-‘a~dire un ensemble discret de

couleurs, peut étre représentée par une série de Fourier.

La plus grande difficulté dans la représentation des fonctions par les séries de Fourier est que
nous ne pouvons pas représenter des fonctions non périodiques a ’aide de séries de Fourier. Dans
ce cas, la transformée de Fourier est un outil mathématique pour représenter des fonctions non
périodiques, tout comme la série de Fourier était un outil pour représenter des fonctions pério-
diques. Ici, une somme est remplacée par une intégrale, la série de Fourier sera remplacée par
une intégrale de Fourier. Celle-ci peut étre utilisée pour représenter des fonctions non pério-
diques, par exemple un son qui n’est pas répété, une impulsion unique de tension, ou un flash
de lumiére. L’intégrale de Fourier fait intervenir un spectre continu de fréquences, par exemple

un ensemble de sons musicaux ou de couleurs de lumiére.

2.1.1 Démonstration de la transformation de Fourier

Décomposition en Série de Fourier

Une fonction f(¢) de période T, s’exprime sous certaines conditions comme

f(t) = Z an, cos (nwot) + by, sin (nwot) (2.1.1)

n=0
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ou

= %/_; f (t) cos (nwot) dt, b, = %/__j f (t) sin (nwot) dt

2
On a les formules de moivre et d’Euler
e = cos (0) + isin () cos (0) = <2

— 2
e~ = cos () — isin (0) sin (0) = <2=="

21

En insérant (2.1.3) dans (2.1.1), on obtient

znw0t+€ inwot einwot e—inwot

Z i b 2i

inwot_efinwot

En multipliant la quantité b, <

o)
2 (ln n mwot SN Qn +2bn fmwot

n=0

Posons

cad, de(2.1.2) on a

T
1 (2 .
_ —inwot
C”_T/2Tf(t)€ dt

de (2.1.5), (2.1.6) et (2.1.7) on trouve

t) = Cneinwot_’_cinefinwot
(

n=0
400 . +00 ) +o00 1 % . '
— § Cnemwot — / Cnemwotdn — / ? f (t) e—mwotdt emwotdn
-T
n=Teo o —oo =

Par changement de variable

w = nwy — dw = wedn

28

5 par : et aprés simplification, on trouve

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)
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et car wg = 2%, alors

£(t) = /_ m % /_i £ emwotdt] ety

o0

+oo _1 % ) - dw
= / ?/ () e Wt e“”t? et car T — 400 (f non périodique)
-7
—oo |7 5

o0 T

1 +o00 +o0 ) )
{ f(t) e_“"tdt} e dw (2.1.8)

:% .

par ce que w = 2wa ¢ & d dw = 2wda, ot w est la pulsation mais « est la fréquence, donc

f(t) _ /_—‘roo { _+oo f (t) e_izwatdt} €i27ratda (2.1.9)

o0

finalement (2.1.9) nous donne la définition de la transformée de Fourier que nous présentons

dans la section suivante

2.2 Transformation de Fourier pour les fonctions inté-

grables

Définition 2.2.1 (Transformation de Fourier) Soit f absolument intégrable au sens de
Lebesque, ¢ o d, f € LY(R). La transformée de Fourier de f : R — C est une fonction F :
R — C dénotée F (f (t)) = F (o) = f (a), o € R, qu’on définit :

—+00

F(f(t)=F(a)=f(a)= f(t) et (2.2.1)

—0o0

Définition 2.2.2 (Transformation de Fourier inverse) Si la transformée de Fourier de f,
notée ]?, est elle méme une fonction intégrable, la formule dite de transformation de Fourier

inverse, opération notée F~1, et appliquée a f, permet de retrouver f a partir des données
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fréquentielles :

fo=rr o) - | T Reemda s F(e)= [ f@eta (222)

—00 —

Cette opération de transformation de Fourier inverse a des propriétés analogues a la transfor-

mation directe, puisque seuls changent le coefficient multiplicatif et le —i devenu 1.

Remarque 2.2.1 [- Toutes les fonctions appartenant a lespace de Lebesque L*(R) admet la

transformée de Fourier car dans ce cas lintégrale (2.2.1) existe

P =|[ T rwesa
< /+OO ‘f (t) e—i?ﬂat| dt
_-"O-OOO ) +o00
- / If (1)] |€—z27rat| dt = / |f ()| dt = ||f||L1(R) < 400 (2.2.3)

o0 —00

2- La condition f € L*(R) est une condition suffisante mais non nécessaire, certaines fonctions

f ¢ LY(R) ont tout de méme une transformée de Fourier.

Exemple 2.2.1 1- Soit f (t) = exp (—|t]), alors

F(f(t) =F(a)

_ f (t) efiZTroztdt _ / ef|t|€fi27ratdt
o0 _

(e 9]

0 ' +00 ' 0 ' +oo '
— / ef\t|€712ﬂ'atdt + / 67\t|€712ﬂ'atdt _ / et7127ratdt + / 67t7127ratdt
— 0 0 e 0

0(1‘2)1& +oo(1‘2)t 1 (1'2)t0 1 (—1—i2ra)t
:/ ¢ d”/O ¢ dt = Luzm)@ ] + {me

1 1 -
- <m - 0) N <O ) <—1—Z’2m>) 1+ (2ma)’

2- Soit la fonction porte définie par :

—+00

0
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alors
4T

2 )
167127ratdt

+o00 )
— / T, (t)efz%ratdt — /
727'

F(f(t)=F(a)=
N o B A e W A
“iora) . — 27 N 2T
1 ITQT __ ,—IiTOT 1 1
- (6 ¢ > — —sin (ﬂa7'> = 7'M = T8inc (7'('047')
TQ 21 TQ TQT

> H <1 - %‘) ol H(Z’) = 1(x>0).

1l

3’-9(%)2( "

2.3 Propriétés de la transformation de Fourier

2.3.1 Linéarité

Soient f et g deux fonctions, on a
(2.3.1)

VA ER 1 FIN () + g (0] = AF[f (8)] + uF [g (£)]

Preuve.
L’intégration étant une opération linéaire, donc la transformation de Fourier I'est aussi.

2.3.2 La transformée de Fourier des fonctions paire

Si la fonction f(t) est réelle et paire, alors
(2.3.2)

+oo

Flf@t)] = f(t) cos (2mat) dt

0
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Preuve. On a

FIf ()] = F(a)
= +oo f(t) [cos (2mat) + isin (2mat)] dt

= f(t) [cos (2mat)] dt + i f(t) [sin (2rat)] dt

car f paire donc f () [cos (2mat)] est une fonction paire et f (¢) [sin (27rat)] est une fonction

impaire alors

FIF@) = Fla)=2 [ f#)cos@rat)]di+i©) =2 [ () [cos (2mat)] dt

0 0

2.3.3 La transformée de Fourier des fonctions impaire

Si la fonction f(t) est réelle et impaire, alors

FIf ()] =2 Om £ (t)sin (2rat) dt (2.3.3)

Preuve. On a

Flf@)] = F(o)
= +oo f(t) [cos (2mat) 4 isin (2mat)] dt
_-T-Ooo +o0

= f(t) [cos (2mat)] dt + i f(t) [sin (2rat)] dt

car f impaire donc f (t) [cos (2mat)] est une fonction impaire et f (¢) [sin (2rat)] est une fonction

paire alors

“+o00

Flf®)]=F(x)=(0)+1 f(t) [sin (27at)] dt = 2i /0+00 f(t) [sin (2mat)] dt

—00
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2.3.4 Translation en temps

La transformée de Fourier de f (t — a) (a réel) est donnée par
Ff(t—a)]=e ™™ F[f (t)]

1. Preuve. En posant u =t — a c-a-d du = dt, on a

+o00 +oo0
Flf(t—a)l= f(t—a)e ™t = f () o—i2raluta) g,
. +o00 ' .
= 6—127raa f (u) e—sza(u)du — 6—127rcmF [f (t)]

2.3.5 Translation en fréquence

La transformée de Fourier d’un signal f(t) modulé par e*™! est donnée par
F [emmotf (t)} =F(a— )

Preuve. En posant v = o — o ¢-a-d dv = da, on a

+oo +oo

F—l (F (a . CVO)) _ / )2 (Ck . Oéo) €i27ratda _ / I (U) ei27r(v+ao)tdv

— 00 —00

+
— €2i7rozot/ OOF(U) €i27rvtdv — €2i7rocotf (t)

o0

F(a—ap) =F (¥ f (1))

2.3.6 Changement d’échelle

La transformée de Fourier de f (kt) (k # 0) est donnée par

FIf (k) = ﬁF (%)

33
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Preuve. En posant u = kt c-a-d du = kdt, on a

FLf (k)] = Ty (kt) e™metdt = Ty (u) ema%%
e 1 —i2T T u _ 1 «
- [ e g ()

2.3.7 Conjugaison complexe

La transformée de Fourier du conjugué d’une fonction f(¢) est donnée par

F [ 7 (t)] —F(~a) (2.3.7)
Preuve. On a

o0 —0o0

[T r e - Fw)

—0o0

2.3.8 Transformée de Fourier d’une dérivée
Supposons f € L' (R), f € L' (R). Alors f'(t) posséde une transformée de Fourier, donnée par

!

F [f (t)] — i2naF () (2.3.8)

Preuve. On a

+o00o
(t)] - £ (1) eiZmatyy (2.3.9)
Intégrons par parties 'intégrale au second membre de 1’équation (2.3.9)

+o0
0] = [F e = [ (cizma) o)

o)

La fonction f(t) étant intégrable sur R, cela implique que sa limite est nulle pour t — —o0 et
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t — +o0, donc

(t)] = (i27q) h f(t)e 2™t

!

Flf
= (2ra) F ()
Généralisation : Ce résultat se généralise pour les dérivées successives de f(t) a condition

qu’elle vérifient les conditions d’existence de la transformée de Fourier. En effet, pour la dérivée

d’ordre n, on démontre facilement par récurrence que
F[f™ ()] = (i2ra)" F () (2.3.10)

Cette propriété est fondamentale car elle permet de résoudre simplement certaines équations

différentielles.

2.3.9 Dérivation de la transformée de Fourier
La dérivation de F' («) par rapport a la variable « est donnée par

dF («)
da

— —i2nF [tf ()] (2.3.11)

Preuve. Soit ¢ (t,a) = f (t) e "*™*. o possede les propriétés suivantes
a) ¢ est continue comme produit de deux fonctions continues.

b) 8%2&) = —i2ntf (t) e ™ = —27tp (t, ) est continue.

c) Lintégrale ["°° ¢ (¢, a) dt est convergente car | (t,a)| = |f (t)] et f € L' (R).

— [tf ()] et tf € L' (R).

d) L’intégrale fj;o Wdt est convergente car ‘_&pa(za)

Pour ces raisons F [f ()] = [*°° f (t) e dt = [72° ¢ (t,a) dt est dérivable dans R et on a

35



Chapitre 2. Transformation de Fourier, Dr : SACI ATEF

dF (o) _d e —i2mat 3, o d —i2rat
o —da) ft)e dt_/ @[f(t)e | dt

—0o0

+00 +oo
= / —i2mtf (t) e ™ dt = —i27 / tf (t) e 2™ dt = —i2nF [tf (t)]

oo —00
Généralisation Ce résultat se généralise aux dérivées successives de F' () par

d"F (a)
da™

= (—i2n)" F[t"f (1)] (2.3.12)

Exemple 2.3.1 Soit f(t) = e *. En utilisant les propriétés (2.3.8) et (2.3.11) calculer la

transformée de Fourier de f(t)

on a

!

[ty = =2t = —2uf (1) & F (f (1)) = —2F (1 (1))

de (2.3.8)et (2.3.11), on a

—i27  da
@/dg(g) :/—27T2ada

Shh(F(a)=-m2a?+ce Fla)=e ™o = g™

i2naF (a) = _2< 1 dF (“)>

calculer A. on a

F(0)=A
+oc0 )
& ft)e 2 Otgr = A

+o0
@/ ePdt=AeJr=A

Finalement F (o) = F (f (t)) = /me ™.

36



Chapitre 2. Transformation de Fourier, Dr :

SACI ATEF

2.3.10 Convolution et transformation de Fourier

Comme dans (1.1.14), on définit le produit de convolution de deux fonctions f et g appartenant

a L' (R) par la formule

0= [ i)

t—T

On peut montrer que f * g = g * f appartient aussi & L' (R). Donc la transformée de Fourier

de cette fonction est donnée par

et

Preuve. On a

FKf*m<ww—/“m<f*m<w e~ i2nat gy

-/ (fro
- (Lo

Effectuons le changement de variables t — 7 = v, dt =

Flrewl= [ [ 1690

(2.3.13)
(2.3.14)
gt—r dT) e imat gy
gt—r ) e~ 2Tt dtdr (2.3.15)

dv, dans 'intégrale (2.3.15), on obtient

—i2ma(vtT) gy dr (2.3.16)

L’intégrale double (2.3.16) est le produit (ordinaire) de deux intégrales simples

F(f*g)(t {
F

(f (1)) -F (g (1)
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Pour (2.3.14), on a

donc, par inversion

2.3.11 Continuité et bornitude

Si f e L' (R) alors f(oz) est continue et bornée. On a aussi

sup | 7] < £l

—i2mTax

Preuve. Soit g (z,a) = f(x)e
1- f est bornée (voir (2.2.3)).

2- f est continue. Montrons que pour toute suite <&n>n€N convergeant vers a, on a

~

lim f (cvn) = J (o)

n—~aoo

On pose g, () = g (x, a,) . Les hypotheses du théoréme de convergence dominée étant vérifiées,

on a donc :

lim J?(an) = lim [ f(x)e ?™"dx
n—-a;o n—-aoo R
= lim [ g(x,a,) dx:/ lim g (z,a,)dz

~

_ /R g(z,0)ds = /]R f @) e ™ dx = f (a)
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3- sup )f’ < || fll;1 - Pour tout o € R, de (2.2.

3) on a

F@| <11flls

Dot sup |7] < 1],

2.4 Transformées de Fourier usuelles

fait— f(t) F(f@)=F(a)
1 sit € [a,b] i(atbyra
Lo (t) = (b —a) e ") gine(b — a)ra)
0 sinon
1 sit>0
H(t)e , tqa € C, Re(a) >0, H(t) P
0 sinon
—a 2a
€ Il a?+4m2a?
e w >0 %6’%02
a+§i7rt H (_a) eaa
a—éiﬂt H (CY) e
sinc(t) Tl 1) (a)
270 27
-1 st t<O0
sgn (t) e~ tq sgn (t) = 0 si t=0 a2:rii:rr2aa2
1 st t>0
k
H (t) %e_at (a+2i7‘ro¢)k+1
kg -1
H(—t) Se™ (Cat2ina) T
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2.5 Application a la résolution des équations différen-

tielles

Dans certaines situations, notamment pour ce qui concerne les équations différentielles, il est

possible d’exploiter les propriétés remarquables de certaines transformations comme la trans-

formée de Fourier pour résoudre certaines de ces équations. Plus généralement

— La transformée de Fourier est adaptée a la résolution de certaines équations différentielles
linéaires sur tout I’espace R.

— La transformée de Fourier est adaptée a la résolution de certaines EDP.

2.5.1 Application a les équations différentielles ordinaires

Principe :

F solution F-1

EDO pour f(t) | —| équalgéb F(f(t)) = F(«) — | F(a) | —] sol f(t) de EDO

Exemple 2.5.1 Résoudre ’EDO

Frey+2f )+ ft)y=g()

ou g € L' (R)NC? (R) est a dérivées bornées. On cherche une solution f deuz fois dérivable et
dans L' (R) ainsi que ses dérivées. En prenant la transformée de Fourier de I’EDO, on obtient

par linéarité

de (2.3.10) , on trouve

(i2ma)® F (o) + 2 (i270)' F (o) + F (o) = F (g (1))

40



Chapitre 2. Transformation de Fourier, Dr : SACI ATEF

alors

donc, on a

F(a)=F(g(t))

((i2ra)® + 2 (i2ma) + 1) F ()

1

= F(g()

((i2mar) 4+ 1)

Pour conclure, il suffit de revenir & f par inversion. Pour cela on remarque que

((i27) 4 1)*

1

done, par (2.3.13) on obtient

Par inversion, on obtient la solution de ’EDO de départ

~ <H (t)

o :
i t) , voir (2.4.1)

1—6

/Rg (t —s) H (s) se *ds.

2.5.2 Application a les équations aux dérivées partielles

Principe :

EDP pour u (t,z) | —

EDO de F (u(t,x))

Exemple 2.5.2 (Equation de la chaleur)

Soit ’équation de la chaleur suivante

u(0,2) = ug (),

du(t,x)  O%u(t,z) -0

ot Oz2 ’
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F(u(t,z))

sol u (t,z) de EDP

(t,x) € 10, +o0o[ x R
ug () € L' (R)
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on a

F(u(t,x)) = /u(t,:c) e~ AT

R

u(t,r) = F ' (F(u(t,x))) = /RF (u(t, ) e®™**da
F (a“ (t’@) _ 9 plut,a)

ot ot
F <%) = (2im)® F (u(t, z))

Alors la transformée de Fourier de [’équation (2.5.1) s’écrit

0

5 F (1 (t,2)) - (2ima)? F (u(t,z)) =0 (2.5.2)

L’équation (2.5.2) est une équation du premiére ordre, on intégrer
In (F (u(t,x))) = (2ira)’t + ¢

Donec on a

F(u(t,z)) = Ke@m’t | — e (2.5.3)

par la condition initiale, on trouve

K = F (ug (x))

par suite, de (2.5.3) on obtient
F (u(t,2)) = F (g () ™"
Posons F (ug (z)) = ® (), par inversion, on obtient la solution de I’EDP de départ

u(t,r) = F* (@ () e@m™)
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De (2.3.14) , alors

w(t,r) = F~1(® ()« F <e<2m>2t) (2.5.4)

on a

F~Y(® (a)) = up () (2.5.5)

et

. 2, .
6(227ra) tez27raxda

I
—r—

Pl <e(2i7ra)2t>

A2 240 5
e AT t+z2wamda

€f4w2t(a2f%a) dov
6—47r2t [(a—ﬁ)Q—(%)2] dov

_ 1= (45)7] / o~ 2nvi(a=32) 4 (2.5.6)

On pose z = 2m\/t (a — %) alors dz = 2m\/tdo, de (2.5.6) on obtient

i

1 <e(2i7ra)2t) _ e-% / e dz
R 21/t
z2
_ ! e i [ e Fdz
21/t R
1 2 T 1 22

e 4 (\/TT) = —e™ % 2.5.7

2mV/t ( ) Vart ( )

Donc finalement, de (2.5.4),(2.5.5), et (2.5.7) on trouve la solution de ’EDP (2.5.1)

u(ta) = luo (o)) |

—_
9]
NS
| v

|

Vart
1 w2
:/u()(x—k) e 4wt dk
R

Ny
i‘
~
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2.6 Transformation de Fourier pour les fonctions de carré

sommable

Conservation de la norme

Nous avons jusqu’ici donné la définition de la transformée de Fourier des fonctions appartenant
a l’espace L! des fonctions intégrables, tout en indiquant qu’on peut aussi définir la transformée
de Fourier dans d’autres cas. Un cas pratique important en physique, notamment en mécanique
quantique et en optique, est celui des fonctions appartenant & I’espace L? des fonctions de carré

sommable (c’est-a-dire de carré intégrable), telles que

/|f(t)|2dt<+oo.
R

Entre les fonctions f(z) et F(a) = F (f(z)), on a formule de Plancherel

Théoréme 2.6.1 (Formule de Plancherel) La transformée de Fourier se prolonge de ma-

niere unique en une isométrie bijective

F: I*(R) — IL2(R)
o= F(f)

vérifiant

[1r@ra= [ 1P ()@ do

Preuve. Voir ([6], chapitre 1).
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Chapitre 3

Transformation de Laplace

Dans ce chapitre, nous présentons la transformée de Laplace et ses propriétés ainsi que son
utilisation pour résoudre des equations différentielles ordinaires linéaires (EDO) d’ordre n et

certain EDP.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons une transformation qui est un représentant important d’une
grande classe d’opérateurs intégraux, cette transformation constitue une méthode puissante pour
résoudre les équations différentielles linéaires, et certaines équations intégrales et équations aux

dérivées partielles.

Cette transformation réduit le probléme de résoudre une équation différentielle linéaire & coef-

ficients constants a un probléme algébrique

3.1.1 Intégrales généralisées

Soit une fonction f définie et continue sur [a, +oo[ : On définit 'intégrale généralisée de f entre

a et +00 par

@) dr = Tim (/:f(:c)da:> (3.1.1)

—
a T +oo

L’intégrale généralisée n’a un sens que si la limite qui figure dans le membre de droite de (3.1.1)
est finie. On dit alors que l'intégrale est convergente. Dans le cas contraire, l'intégrale généralisée

est divergente.

Exemple 3.1.1 L’intégrale généralisée I = |, T Ldr est-elle convergente ¢ Pour répondre &

1 2

cette question, calculons, pour tout x > 0

1 1
[(:U):/ —dr=1-—
1

i T

Ona lim I (z)=1. Donc I est convergente et [ = [, = Ldx = 1.

T——+00

3.1.2 Fonctions causales

Dans les applications, on étudie des phénomeénes qui dépendent du temps, et qui commencent
a un instant précis qu’on prend pour origine. On appelle donc fonction causale toute fonction

y = f(t) vérifiant f(¢) = 0 pour ¢ < 0.
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Exemple 3.1.2 La fonction échelon-unité, ou fonction de Heaviside, est définie par

1 t>0
u(t) =
0 t<0

La fonction échelon-vitesse, ou fonction rampe, est

t t>0
r(t) =
0 t<O0

3.2 Transformation de Laplace

Définition 3.2.1 Soit y = f(t) une fonction causale. Sa transformée de Laplace est la fonction

F(p) définie par
+o0

F(p) = i f(t)edt

On note F(p) = L[f (t)].

on a

avec o € C.
0 ¢t<0

on a

Lif(@)]= +00 f(t)ePdt = /0%0 eePdt = si Re(p) > Re ()

0 P —«
3.2.1 Transformée inverse

Comme nous 'avons vu, la transformation de Laplace est trés intéressante lorsque l'on veut

simplifier des calculs, par exemple sur une équation différentielle. Toutefois, cette démarche

47



Chapitre 3. Transformation de Laplace, Dr : SACI ATEF

passe par le calcul de la transformée de Laplace de la solution de I’équation. Il serait bon
de pouvoir, ayant obtenu cette fonction, revenir & la fonction de départ. Ceci s’effectue par
transformée de Laplace inverse. Toutefois, il faut etre sur que cette reconstruction peut se faire

de maniere unique.

Si la transformée de Laplace d’une fonction f(t) est F(p) c-a-d. L{f(t)}(p) = F(p), alors f(t)

est appelée transformée de Laplace inverse de F'(p) et nous écrivons

+o0
() = LHF@)} (1) = — / F(p)eds.

C2mi ) o
Exemple 3.2.2 1- F(p) pf_”Tj_?) = ﬁ — zﬁ donc f(t) = (4e3 — e V) u (t)

2 Flp) by = 53 + 24 done f(t) = 2! — 2cos (t) + sin(t)

Définition 3.2.2 une fonction f est dite d’ordre exponentiel, si on peut trouver une constante
réelle M et o > 0 tels que

|f (O] < Me*, ¥t >T

3.2.2 Conditions d’existence

F(p) est définie par une intégrale généralisée, donc il faut que :

1- F' soit continue par morceaux sur R

2- 35 €10, 1] tel que %i_r)%tﬁ lf(t)] =0

3- La fonction f est d’ordre exponentiel |f () e 7| < Me~®ep=a)t op [[1° c=(Repr=a)t gt converge

pour Rep > a.

Remarque 3.2.1 Certaines fonctions ne possédent pas de transformée de Laplace, par exemple
la fonction f(t) = % qui ne respecte pas la deuxiéme condition d’éristence, ou f(t) = e’ qui

n’est pas d’ordre exponentielle.
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3.3 Propriétés de la transformation de Laplace

3.3.1 Linéarité

Soient f,g: Ry — C deux fonctions admettant des transformées de Laplace F'(p) et G(p), et

soient «,3 deux réels, alors
Liaf (t) + Bgt)] (p) = oL [f (1)] (p) + BL[g (t)] (p)

Preuve.

L’intégration étant une opération linéaire, donc la transformation de Laplace 'est aussi.

Exemple 3.3.1 Grace a cette propriété, on peut déterminer la transformée de sinus et cosinus :

cos(at) = # &
L [cos(at)] (p) = % [L (ei“t) (p) + L (e_i‘”) (p)] = % {p _1 -~ + ’ _i ia}
o p
_ p2 + a2
et
sin(at) = % &
Llsina)] () = 57 [L () ) = L () 0] = 5 |- = ]
TP

3.3.2 Transformée d’une translation

Soit f : Ry — C une fonction admettant une transformée de Laplace F(p). On note

£ = f(t—a)sit>a

0 sit<a
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alors

Lfa @] (p) = e L[f (8)] (p)

Preuve. On effectue le changement de variable u =t — a, du = dt

+0o0 +oo +o0o

L{f.(t)](p) = ft—a)edt = (u) e PF ) dy = e / f(u)e P du=ePL[f(t)](p)

0 —a —a

3.3.3 Transformée d’une homothétie

Soit f : R, — C une fonction admettant une transformée de Laplace F'(p), et soit k > 0
L1 k) () = 77 (2)
AN

Preuve. On effectue le changement de variable u = kt, du = kdt

“+o00 —+00 ) dU 1 “+o00

L) = | penera= [ paer =1 f f e trau = F (7)

3.3.4 Transformée d’une dérivée

Soit f: R, — C une fonction continument dérivable et admettant une transformée de Laplace
F(p)
LIf" ()] (p) =pL[f ()] (p) — f(0), p>0

Preuve. On intégre par partie

50



Chapitre 3. Transformation de Laplace, Dr : SACI ATEF

Remarque 3.3.1 On montre par récurrence les formules suivantes

LIf" ()] (p) = p*L[f (t)] (p) — pf(0) = f'(0)
L[ 0] () = p*L[f (1)) (p) = p*F(0) = pf'(0) = f"(0)

Soit f : R, — C une fonction vérifiant : f € C" (R, C), M > 0 et a réel tel que Vk < n on

a|f®(t)| < Me®, alors

L™ @) (p) = p"Lf (1)] (p) — p" 1 £(0) = p"2f'(0) — ... — f™D(0)

Preuve. La démenstration est par récurrence comme a la remarque pour n = 2 et n = 3.

3.3.5 Transformée de l’intégrale
Soit ¢(t) = f(f f (1) dr, alors

Ll ) =L | [ ()ar] () = 2L (3.3.1)

Preuve. On a g (t) = f(f f(r)dr, alors ¢ (t) = f(t) et

Puisque ¢ (0) =0,on a L[f ()] (p) =pLg(t)] (p), dou (3.3.1).

3.3.6 Derivée et intégrale de transformeé de Laplace

Soit f : R, — C admettant une transformée de Laplace F'(p)

Litf ()] (p) = —F'(p) (3.3.2)
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On généralise la formule (3.3.2)

LIt"f ()] (p) = (=1)" F™(p)

De plus, si tlimo%t) existe, alors

Preuve. (voir TD)

3.3.7 Convolution

Soient f,g : Ry — C deux fonctions admettant des transformées de Laplace F(p) et G(p),

alors
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3.3.8 Quelques transformées usuelles

feit—f(t) | L(f(1)= [y~ f(t)yePdt=F (p)
u(t) Il?
t"u(t), n € N R
t*u(t), a > —1 Fz(ﬁjll)
e (t) p%a
sin (at) u(t) e
cos (at) u(t) p2_1|)_a2
sh (at) u(t) i
ch (at) u(t) e
i (e =) DI
te~ ot ﬁ

3.4 Application

3.4.1 Résolution des équations différentielles ordinaires (EDO)

Nous avons vu que les EDO linéaires du 1°" ordre et 2%™¢ ordre & coefficients constants se
résolvent facilement & I’aide d’une méthodologie claire et systématique. Par contre ces techniques
ne s’appliquent pas aux EDO d’ordre plus élevée (méme lorsque celles-ci sont linéaires). Nous
présentons dans ce paragraphe tout l'intérét de la transformée de Laplace : résoudre une EDO

linéaire d’ordre n.

Soit donnée une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants
aoy™ + a1y Y + L+ ap 1y + any = f(t)
On demande de trouver la solution y = y(t) pour t > 0 de cette équation et vérifiant les
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conditions initiales

¥(0) = y0,%'(0) = w1, oo, y"V(0) = 94

On cherche la transformée de Laplace des deux membres de ’équation :
L (agy™ + ary™ ™ + ...+ an1y + any) = L (f(t))
En utilisant les propriétés de linéarité
aoL (y™) (p) + a1 L (y* V) (p) + .. + anr L () (p) + anL (y) (p) = L (f (1)) (p)
Sachant que
L™ @] (p) = p"LIF ()] (p) =" £(0) =" 2f/(0) — .. — f70(0)

La transformée de Laplace permet de convertir une équation différentielle en une équation
algébrique, dont la solution est la transformée de la solution y (¢) de notre équation différentielle

. Pour finir, on utilise la transformée de Laplace inverse pour déterminer la solution.

Exemple 3.4.1 Résoudre
2"(t) — 32/ (t) + 22(t) = 4€*, avec x(0) =4, 2/ (0) =9

on a

L (z"(t) — 32'(t) + 2x(t)) (p) = L (4¢™) (p)
L(2"(t)) (p) — L (32'(t)) (p) + L (22(t)) (p) = L (4¢™) (p)
P2X — pa(0) — 2 (0) — 3(pX — 2(0)) + 2X = p%g
(p2—3p+2)X=p%3+4p—3
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d’ou
X =L(z()) (p)
RS B
p—-1 p-2 p-3
=L (" + e* +2¢%) (p)
donc

o(t) = e + e* 4 2¢*

3.4.2 Reésolution des équations aux dérivées partielles :

Si on suppose que la fonction u (z,t) admet une transformeée de Laplace lorsqu’elle est considérée

comme fonction de ¢ et que

+oo
u(z,p) = / u(x,t)e P'dt converge normalement pour p > py
0

L (%) = pU (2,p) — u(z,0)

0?u ) ou
L (5 ) =10 ) = i, 0) - 5 0.0)

ou dUu 0%u d*U
L{—)|=—el|—|=—
Ox dx 0x? dz?

En utilisant la transformée de Laplace, une équation aux dérivées partielles se transforme en

une équation différentielle ordinaire. On choisit de transformer le probléme par rapport a 'une

des deux variables, selon les conditions initiales et les données.

Exemple 3.4.2 soit le probléme

83_7; (z,1) = % (x,t) — du(x, t)
u(0,t) = u(m,t) =0

u(z,0) = —6sin(x) — 4sin(2z)
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En utilisant la transformée de Laplace par rapport a la variable, on obtient :

d*U
e (x,p) — (p+4)U (x,p) = —6sinx + 4sin 2z

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont la solution générale est

Et la solution particuliére

sinx — sin 2x

+9 p+

Ul (l‘,p) =

Mazis d’aprés les conditions aux limites

c1=co =0, dou

u(x,t) = 6e " sinx — 4e % sin 2z.
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Chapitre 4

Travaux Dirigés

Dans ce chapitre, nous donnons des travaux dirigés sur les chapitres précédents.
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4.1 TD (Les espaces [?)

Exercice 4.1.1 Soit (X, A, n) = (R, B(R),\) un espace mesuré, tq ot X est un ensemble, A

une tribu sur X et i une mesure sur A.

1- Soit
[ R—R o f(2)=—
R— R, z+— f(z)=
1+ |z

et

% stx>1

g R—Raz—g(z)=
0 stx <1

FEst ce que f € L' (R,B(R),\), f € L*(R,B(R),\), g € L*(R,B(R), \).
2- Soit
+o00 siz=0

h:R— Rz~ h(z)=
0 six #0

Montrer que h € L™ (R, B(R), \).

Exercice 4.1.2 Soit (X, A, u) = (R, B(R),\) un espace mesuré. Soit

fiR%R, ZL’I—>f([L‘)i 1}0’1} (I)

1
NG

1
g R—Rz—gx)= El[l,Jroo[ (z).

1 St X
h:R— R, z— h(z)= #Q
x sz €Q
et
x St T
k:R— Rz k(x)= Q
o~ six €Q
Estceque f,ge L' (R,B(R),\), f,g € L*(R,B(R),\).he L* (R,B(R),\), ke L* (R,B(R),\).
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Exercice 4.1.3 Soit h, k,m,

1 st T -1 st T T st # —1
hz)={ * Q k(x)= #Q m(z) = #

1 sz €Q o six €Q 5 six =-—1

Calculer ”hHLOO(R)a HkHLw(R)a HmHLOO([72,3])'
Exercice 4.1.4 Soit

¢ s10<z<1
fR—R, z— f(x)=

0 stx <0

1- Trouwver la valeur de o telle que f € L2 (]—o0, 1]).

2- Trouver la valeur de « telle que f ¢ L' (]—o0,1]).
Exercice 4.1.5 Soit

x s510<x<1
fTR—R, z— f(x)=
¥ s —5<z <0

Trouver la valeur de o et de 3, telle que f € L3 ([-5,1]).
Exercice 4.1.6 Soient f, g € L? (R). Démontrer que f?g est intégrable.

Exercice 4.1.7 Soit p,q,r > 1 tels que é + % = % Soient f € LP(u) et g € L (u). Démontrer
que fg € L"(u) et que
£ gll, < I1£11, lgllg

Exercice 4.1.8 Soit (2, A, 1) un espace mesuré, p € [1,+o0[ et soit g € LI(Y), ou q est
l’exposant conjugué de p.
Soit T : LP () — C définie par T (f) = [ f § dp.

1- Montrer que T' est définie et continue. Montrer que ||T|| < [|g], -
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2- Soit
g(x)lg(@)] =2 sig(x)#0
0 sig(z)=0

f(z) =

Montrer que |||} = llglly, Calculer T'(f) ,déduire que ||T'|| = ||g]l, -
Exercice 4.1.9 Soient la mesure de Lebesgue est finie (1 (§2) < 00) et 1 < p < oo.

Montrer que si ¢ < p, alors LP(Q2) C L%(2). En particulier, pour 1 < ¢ < 2 < p < 00, on
a:

L>®(Q) C LP(Q) C L*() C LY(Q) C LY(Q).

Exercice 4.1.10 Soit (X, A, ) = (R, B(R),\) un espace mesuré. Soit

FRR xe f(r) = 00 six¢Q
1 six €Q
Est ce que f € L™ (R, B (R), \).
Exercice 4.1.11 Soit la fonction porte
1 si [t <1

f@) =119 () =
0 st >1

Calculer (f = f) (z) .

4.2 TD (Transformation de Fourier)

Exercice 4.2.1 Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivants :

1+t¢ si —1<t<0
A(t)=f() = 1—t s0<t <1 La fonction triangle.

0 sinon
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00 sit=0 too
d(t) = avec / d (t) dt = 1.Impulsion unitaires (Dirac)
0  sinon o

en déduire la transformée de Fourier de 6 (t — t) .

Exercice 4.2.2 Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivants :
g(t)=e " Poura >0

et sit>0
h(t) =

—et st <0

Exercice 4.2.3 1- Déterminer les transformées de Fourier des fonctions

1 si|t| <T ,
f@)=Trn(t) = La fonction porte.
0 st >T

Bty = S k(t):%litz.

Exercice 4.2.4 1- Déterminer les transformées de Fourier de fonction

f)y=e° a>0

2- A laide de la formule de réciprocité, en déduire la transformée de Fourier de
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3- Calculer f x f, calculer ainsi la transformée de Fourier de

1

fxf, h(t):m.

4- En déduire la transformée de Fourier de

t
1+

k() =

Exercice 4.2.5 Soit f une fonction réelle. Montrer que

1- Si la fonction f est réelle et paire alors

—+o00

F(f(t)(a) =F(a)= f(t) cos (2mat) dt

2- St f est réelle et impaire alors

F(f(t) (o) =F(a)=2i i h f(t) sin (2rat) dt

Exercice 4.2.6 Soient f, g deux fonctions et a,b € R. Montrer que
F(af(t)+bg () () =aF (f(t)) (a)+bF (9(t)) (). Linéarité

r <m> (a) = F (—a) . Conjugaison
F(f(t—a))(a)=e 2 F (f(t)) (o). Translation temporelle

r (€2i7raotf<t>) () = F (o — ) . Translation fréquentielle

F (f(at)) (o) = éF (%) , a > 0. Homothétie

Exercice 4.2.7 Soient f, g deux fonctions. Montrer que

F (L) @ = 2imar @), (“22) (@) = 2ime)" F @)
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dr (f(t) (@) _ dF(a) _ d'r (f)) (@) _ d"F (o) o\ (4
S = = ik (tf() (o), —— = = (=2n)" F (" f(#) ()

F(f(t)*g (1) (@) =F (f(t) (@) .F (9()) (@) . Convolution

Exercice 4.2.8 1- Déterminer les transformées de Fourier de fonction

f(t)=a, a constante

2- Déterminer les transformées de Fourier de fonction

T+1 st —7<t<0
A(t)=[f(t) = T—1 si0<t <71 La fonction triangle.
0 sinon

Exercice 4.2.9 Déterminer les transformées de Fourier des fonctions

f(t)=e, cos(at), sin(at),

Exercice 4.2.10 Déterminer les transformées de Fourier de

1 sit =0
sgn(t) =4 0 sit =0
—1 s1t <0

En déduire la transformée de Fourier de

1 sit>0
H@)=U(t) = N Echlon unité (Heaviside)
0 sit=<0

tel que
sgn (t) =20 (t) — 1

Exercice 4.2.11 En appliquant la transformation de Fourier, résoudre les équations différen-
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tielles suivantes

_yn + y = e—tz
Y’ + 2ty + 4wy =0

y' + 2aty =0

U — Uge = 0, (t,2) €]0,+00] x R
u(0,2) =ug (z), wup(x)e€ L' (R)

up — aPug, =0, (t,7) €]0,+00[ x R

uw(0,7) =ug (z), wug(x)€ L' (R)

Exercice 4.2.12 1- Déterminer la transformée de Fourier de fonction
ft)y=e a>o0.
2- En déduire la transformée de Fourier des fonction
gt)=e M h(t) =2
3- soit l’équation différentielle suivante
—y" +y=e M, (1)

a) Montrer que
4 2 2 14
(1 +4720a2) (4 +472a2)  31+4n2a2 34+ 4w2a?’

b) Montrer que si y (t) vérifie l’équation différentielle (I), alors

2 2 1 4
31+4n2a2 34+ 47202

Fy(t) (o) = F(a) =

c) En déduire y (t) la solution de l’équation différentielle (I) .
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4.3 TD (Transformation de Laplace)

Exercice 4.3.1 Calculer les transformées de Laplace des fonctions causales définies pourt > 0
par

f(t) =e*, g(t) =sin(wt), h(t) = cos(wt)

Exercice 4.3.2 Déterminer les originauz des fonctions suivantes a l’aide de la table et, éven-

tuellement, de décomposition en éléments simples :

1 p+1 )
= —-——— G :—’ H =
p?—3p+2’ (») p(p? +4) (») (p+1)(p*>+4p +38)

F(p)

Exercice 4.3.3 Résoudre les problémes de Cauchy suivants en utilisant la transformation de

Laplace

Y +3y=e", y(0)=2

Y’ — 4y +3y =¢, y(0)=0,y'(0) = -2
Exercice 4.3.4 Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre le systéme différentiel

dr— _Tx —6y+1

d
& =12z + 10y

avec les conditions initiales ©(0) = 0 et y(0) = 0.

4.4 Les controles
(EXAMEN FINAL 2022)

EXERCICE N1. Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par

1
J (@)= 2 (1 + |l (2)])?

65



Chapitre 4. Travaux dirigés, Dr : SACI ATEF

1- En utilisant le changement de variable (¢ = In (z)) ;,montrer que f € L' (]0,1]), f € L' ([1, +o0[)
2- Soit p € |1, +00[, montrer que f € L ([1,400]).

3- Montrer que f est strictement décroissant sur [1, +o00[ , Est-ce que f € L* ([1, +o0]) .
EXERCICE N2. Soit a > 0, f définie sur R, f (t) = e’

1- Montrer que f est une solution de I’équation différentielle
y' () + 2aty (t) =0 (E)

2- A Taide d’une intégration par parties, montrer que

r (%ﬂ) (@) = F (' () (a) = 2imaF (f (1)) (@) .

3- Montrer que

F'(F @) (@) = ——[F (f (1) ()] = 27?F (tf (1)) (@)

4- En appliquant la transformation de Fourier a I’équation différentielle (£), montrer que
af’ (f (8)) (@) + 27%aF (f (1)) (@) =0 (E')

5- Sachant que fjozo et = \/g, calculer F (f (¢)) (0).

6- Montrer que £ (f (t)) (0) e~ ™= est une solution de I'équation différentielle (E’) .
(EXAMEN FINAL 2023)
EXERCICE N1. Soit f,, la fonction définie sur [0, 1] par

2P g si0<z< 2%
n

fa (@) = 20/ (1 —n%2) sitx <z<Lt aBeER,F#0,neN.

2n« — n<

0 si L <<

ne —
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1- Montrer que

-1
2- Trouver les valeurs de p telle que
lim [ fn = Oll oo,y =0 pour n — +oo0.

EXERCICE N2.

1- A Taide d’une intégration par parties, montrer que

r (%ﬂ) (@) =F (' () (a) = 2iraf (f (1)) (@) .

2- a) Montrer que

b) En déduire que

’

Ff (1) () =—aF (ft)(a) = F (f(t) () = —aF ()= F (@)
3- Soit I'équation différentielle
F@) +tf )+ (1) =0 (E)
a) En appliquant la transformation de Fourier & 'équation différentielle (E), montrer que
—aF' (f (1)) (0) = 4726 ( (1)) (@) = 0 (E)

b) Résoudre I'équation (E').

1t2

4- Soit g définie sur R, ¢ (t) = e 12
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Sachant que

En déduire f (t) la solution de ’équation (F) .
(EXAMEN FINAL 2024)

EXERCICE N1.

1- Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par

1
T = @)

En utilisant le changement de variable (¢ = In (z)), montrer que f € L' (]0,1]).
2- Montrer que 'ensemble L?(X, M, i) est un sous-espace vectoriel de F'(X; K).
3- Montrer que l'espace L>°(X, M, 1) est un espace de Banach.

EXERCICE N2. Soit F'(«) = F(f(t)) () la transformée de Fourier de f(t), et f,f' €
L'(R).

1- Montrer que

1 1

F(EF0) (@) = —5F (), (F)

2- Calculer la transformée de Fourier de la fonction suivante
gty =e*, t>0.

3- Utiliser la relation (F;) pour calculer la transformée de Fourier de
k(t) =t t>0.

4- A’ I'aide d’une intégration par parties, montrer que

r (%ﬂ) (@)= F (f' (1)) (a) = 2izaF (f (1) (a).

68



Chapitre 4. Travaux dirigés, Dr : SACI ATEF

5- Utiliser la question 4, et & ’aide d’une intégration par parties, montrer que

F (diﬁ;ﬁﬁ) (0) = F (O (1)) (0) = @ima) F (£ (1)) (o).

6- Soit h(x) la fonction (pour = > 0) solution de I’équation différentielle suivante
R (t) + 20 (t) +h(t) =t (Es)

7- En appliquant la transformation de Fourier a I’équation différentielle (E3), montrer que

1
(14 2mia)®

F(h() (o) = (£5)

8- Par la question 3, conclure h ().

9- Par la relation (E3). Comment pourrait on écrire h(t) sous forme de produit de convolution

d’une méme fonction.
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