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Introduction

Vous trouverez dans ce document le module (Transformation intÈgrale dans les espaces Lp), pour

les Ètudiants de mathÈmatiques de troisiËme annÈe, reprÈsentÈes dans les chapitres suivants

Le chapitre 1 sur les espaces Lp, Ces espaces constituent un outil fondamental de líanalyse

fonctionnelle en permettant la rÈsolution díÈquations par approximation avec des solutions non

nÈcessairement dÈrivables ni mÍme continues.

Le chapitre 2 sur les transformations de Fourier, la transformation de Fourier intervient dans la

rÈsolution díÈquations et des systËmes di§Èrentielles. Aujourdíhui en Èlectronique, cette trans-

formation peut intervenir dans la thÈorie de la chaleur et au traitement du signal.

Le chapitre 3 sur les transformations de Laplace, nous allons de nouveau examiner les Èqua-

tions di§Èrentielles mais en se servant díun outil trËs puissant, la transformÈe de Laplace díune

fonction, ainsi nommÈe en líhonneur du marquis Pierre-Simon de Laplace.

Le chapitre 4 sur les travaux dirigÈs, nous prÈsentons des exercices appliquÈs aux chapitres

prÈcÈdents.
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Chapitre 1

Les espaces Lp

Dans ce chapitre, nous dÈÖnissons un type díespace de Lebesque qui joue un rÙle important

dans líanalyse fonctionnelle, la transformÈe de Fourier et la thÈorie des Èquations aux dÈrivÈes

partielles et des probabilitÈs.
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Chapitre 1. Les espaces Lp, Dr : SACI ATEF

1.1 Les espaces de Lebesque Lp et Lp

1.1.1 Les espaces Lp

Dans cette section, nous Ètudierons des familles entiËres de fonctions, cíest-‡-dire des ìespaces

de fonctionsî, ou espaces fonctionnels. On considËre un espace mesurÈ (X;M;), tel que X un

ouvert de Rn et on notera K = R ou C.

DÈÖnition 1.1.1 Soit p 2 [1;+1[: On dÈÖnit :

Lp(X;M;) =

f : X ! K mesurable /

Z
jf jp d <1


:

pour f 2 Lp(X;M;), on note par

kfkp =
Z

X

jf jp d
 1

P

:

Remarque 1.1.1 Si (X;M;) = (N; P (N) ;m); m dÈsigne la mesure de comptage alors

Lp(N; P (N) ;m) = lp (N) =
(
(an)n0 :

X

n0
janjp < +1

)
:

Exemple 1.1.1 Soit f : R ! R; f (x) = 1p
1+x2

:

vÈriÖer que f 2 L2(R; B (R) ;):

f 2 L2(R; B (R) ;), f est mesurable et

Z

R
jf (x)j2 dx <1:

ñ On a f est continue, díou f est mesurable.

ñ On a

Z

R
jf (x)j2 dx =

Z

R


1p
1 + x2


2

dx

=

Z

R

1

1 + x2
dx

= arctan g (x)j+11

=  < +1:

3



Chapitre 1. Les espaces Lp, Dr : SACI ATEF

donc : f 2 L2(R; B (R) ;):

DÈÖnition 1.1.2 Soit P = +1: On dÈÖnit :

L1(X;M;) = ff : X ! K; mesurable telle que f est essentiellement bornÈeg

telle que, une fonction f : X ! K est essentiellement bornÈe síil existe un rÈel A  0 tel que

jf j  A -presque partout, i.e. (fx 2 X; jf(x)j > Ag) = 0:

pour f 2 L1(X;M;), on note par

kfk1 = supess
x2X

jf (x)j = inf(fA  0; jf j  A -presque partoutg):

et on a

jf (x) j  kfk1 ; pour -presque tout x 2 X

Remarque 1.1.2 Si (X;M;) = (N; P (N) ;m); m dÈsigne la mesure de comptage alors

L1(N; P (N) ;m) = l1 (N) = fsuites borneesg :

Exemple 1.1.2 Soit f : R ! R; f (x) = 1
1+x2

:

vÈriÖer que f 2 L1(R; B (R) ;):

f 2 L2(R; B (R) ;), f est mesurable et essentiellement bornÈe.

ñ On a f est continue, díou f est mesurable.

ñ On a 9 A = 1; jf (x) j  1 8x 2 R i.e jf (x) j  1 p.p; alors f est essentiellement bornÈe:

donc f 2 L1(R; B (R) ;):

Proposition 1.1.1 Soit p 2 [1;+1]. Líensemble Lp(X;M;) est un sous-espace vectoriel de

F (X;K), c-‡-d Lp(X;M;) est un espace vectoriel sur R ou C:

Preuve.

Cas 1. pour p = 1 Èvident

Cas 2. pour 1 < p < +1:

4



Chapitre 1. Les espaces Lp, Dr : SACI ATEF

- On a la fonction f (x) = 0 2 Lp(X;M;); donc Lp(X;M;) 6= ?:

- Soient f; g 2 Lp(X;M;), alors f + g 2 Lp(X;M;) ?

on a f; g 2 Lp(X;M;) donc f; g sont mesurables, alors la fonction f+ g est mesurable. on a

Z

X

jf + gjp d 
Z

X

(jf j+ jgj)P d


Z

X

2P

jf jP + jgjP


d

 2P
Z

X

jf jP d+
Z

X

jgjP d


<1 car f; g 2 Lp(X;M;)

donc f+ g est mesurable et
R
X
jf + gjp d <1 c-‡-d f + g 2 Lp(X;M;)

- Soit f 2 Lp(X;M;),  2 R alors f 2 Lp(X;M;) ?

on a f 2 Lp(X;M;) c-‡-d f est mesurable, donc f est mesurable. on a

Z

X

jf jp d 
Z

X

jjp (jf j)P d

 jjP
Z

X

jf jP d


<1 car f 2 Lp(X;M;)

donc f est mesurable et
R
X
jf jp d <1 c-‡-d f 2 Lp(X;M;):

Cas 3. pour p = +1:

- On a la fonction f (x) = 0 2 L1(X;M;); donc L1(X;M;) 6= ?:

- Soient f; g 2 L1(X;M;), alors f + g 2 L1(X;M;) ?

car f; g 2 L1(X;M;) donc f; g sont mesurables, alors la fonction f+ g est mesurable.

on a

f 2 L1(X;M;)) 9M1  0 : jf (x)j M1: -presque partout

g 2 L1(X;M;)) 9M2  0 : jg (x)j M1: -presque partout

5



Chapitre 1. Les espaces Lp, Dr : SACI ATEF

alors

jf + gj  jf j+ jgj

M1 +M1 -presque partout

donc f+ g est mesurable et jf + gj  M -presque partout tel que (M = M1 + M1) c-‡-d

f + g 2 L1(X;M;):

- De la mÍme faÁon, on montre que f 2 L1(X;M;):Cela montre que Lp(X;M;) est un

sous-espace vectoriel de F (X;K); p 2 [1;+1] :

DÈÖnition 1.1.3 Une fonction ' : I  R ! R est convexe ssi pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1]

alors

' (tx+ (1 t) y)  t' (x) + (1 t)' (y) :

DÈÖnition 1.1.4 On dit que p et q sont deux exposants conjuguÈs pour tout p, q 2 [1;+1] ssi
1
p
+ 1

q
= 1. On notera dans toute la suite q le conjugu e de p.

Par exemple, 1 et +1 sont conjuguÈs, 2 est son propre conjuguÈ, 3 a pour conjuguÈ 3
2
:

Lemme 1.1.1 (InÈgalitÈ de Young) Soient p, q 2 ]1;+1[ deux exposants conjuguÈs. Si

a; b  0, on a

ab  1

p
ap +

1

q
bq

avec ÈgalitÈ si et seulement si ap = bq:

Preuve.

Cas 1 : pour a = 0 ou b = 0 cíest Èvident.
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Chapitre 1. Les espaces Lp, Dr : SACI ATEF

Cas 2 : pour a; b > 0, posons (u; v) = (a; b) ; on a

u:v = eln(u):eln(v)

= e
1
p

ln(up)
:
e
1
q

ln(vq)

= e
1
p

ln(up)
+ 1
q

ln(vq)

 1

p
e
ln(up)

+
1

q
e
ln(vq)

car la fonctiont exp(t) est strictement convexe

 1

p
up +

1

q
vq

donc

ab  1

p
ap +

1

q
bq

Lemme 1.1.2 (InÈgalitÈ de Hˆlder) Soient p; q 2 [1;+1] des exposants conjuguÈs. Si f; g :

X ! K sont des applications mesurables et si f 2 Lp(X;M;); g 2 Lq(X;M;) alors f:g 2

L1(X;M;) et on a Z

X

jf:gj d  kfkp kgkq (1.1.1)

Pour p = q = 2; il síagit de líinÈgalitÈ de Cauchy-Schwarz

Z

X

jf:gj d  kfk2 kgk2

Preuve.

Cas 1 : pour (p = 1; q = +1) ou (q = 1; p = +1) cíest facile.

Cas 2 : pour 1 < p; q < +1:

- si
R
X
jf:gj d = 0 cíest Èvident.

7
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- si
R
X
jf:gj d 6= 0; on applique líinÈgalitÈ de Young pour a =

jf j
kfkp

; b =
jgj
kgkq

; et car f 2

Lp(X;M;); g 2 Lq(X;M;) on obtient

Z

X

2
4 jf j
R
X
jf jp d

 1
p

3
5 :

2
4 jgj
R
X
jgjq d

 1
q

3
5 d


Z

X

"
jf jp

p
R
X
jf jp d

d
#
+

Z

X

"
jgjq

q
R
X
jgjq d

d
#

 1

p
R
X
jf jp d


Z

X

jf jp d+ 1

q
R
X
jgjq d


Z

X

jgjq d

=
1

p
+
1

q
= 1

donc Z

X

jf:gj d 
Z

X

jf jp d
 1

p

:

Z

X

jgjq d
 1

q

= kfkp kgkq :

Lemme 1.1.3 (InÈgalitÈ de Minkowski) Soit p 2 [1;+1[. Si f; g : X ! K sont des

applications mesurables et si f; g 2 Lp(X;M;) alors

kf + gkp  kfkp + kgkp (1.1.2)

En particulier, si f; g 2 Lp(X;M;), alors f + g 2 Lp(X;M;) et líinÈgalitÈ (1:1:2) est vraie.

Preuve.

Cas 1. pour p = 1 Èvident.

Cas 2. pour p = +1: On a

jf + gj  jf j+ jgj  kfk1 + kgk1 (1.1.3)

et on a

kf + gk1 = inf (fA  0; jf + gj  A -presque partoutg) (1.1.4)

8



Chapitre 1. Les espaces Lp, Dr : SACI ATEF

de (1:1:3) et (1:1:4) ; en passant ‡ la borne infÈrieure on trouve

kf + gk1  kfk1 + kgk1 :

Cas 3. pour 1 < p < +1:

Si kf + gkp = 0 alors líinÈgalitÈ est triviale.

Si kf + gkp 6= 0; on a
1

p
+

1
p

p1
= 1 et

p

p 1 > 1

on pose

q =
p

p 1

c-‡-d

(p 1) q = p (1.1.5)

alors líinÈgalitÈ de Hˆlder pour q = p=(p 1) donne

Z

X

jf + gjp d =
Z

X

jf + gjp1 jf + gj d


Z

X

jf + gjp1 jf j d+
Z

X

jf + gjp1 jgj d

par Hˆlder


Z

X

jf + gj(p1)q d
 1
q
Z

X

jf jp d
 1
p

+

Z

X

jf + gj(p1)q d
 1
q
Z

X

jgjp d
 1
p

par (1.1.5)


Z

X

jf + gjp d
 1
q
Z

X

jf jp d
 1
p

+

Z

X

jf + gjp d
 1
q
Z

X

jgjp d
 1
p


Z

X

jf + gjp d
 1
q

 Z

X

jf jp d
 1
p

+

Z

X

jgjp d
 1
p

!
(1.1.6)

donc de (1:1:6) ; on obtient

Z

X

jf + gjp d

:

Z

X

jf + gjp d
 1

q


 Z

X

jf jp d
 1
p

+

Z

X

jgjp d
 1
p

!
(1.1.7)

9
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car 1 1
q
= 1

p
; de (1:1:7) on a

Z

X

jf + gjp d
 1

p


 Z

X

jf jp d
 1
p

+

Z

X

jgjp d
 1
p

!

c-‡-d

kf + gkp  kfkp + kgkp :

1.1.2 Les espaces Lp

Soit p 2 [1;+1]: Il suit de líinÈgalitÈ de Minkowski que Lp(X;M;) est un espace vectoriel, et

que líapplication k:kp : f ! kfkp est une semi-norme sur Lp(X;M;). En e§et,

ñ kfkp  0 pour toute application f 2 Lp(X;M;):

ñ kfkp = jj kfkp pour toute application f 2 Lp(X;M;) et  2 R:

ñ kf + gkp  kfkp + kgkp pour toute application f; g 2 Lp(X;M;):

En revanche kfkp = 0, f (x) = 0 pour -presque tout x 2 X, donc kfkp níest pas une norme

si la tribu M contient des ensembles non vides de mesure nulle.

ConsidÈrons alors R la relation díÈquivalence sur Lp(X;M;) dÈÖnie par

fRg , f (x) = g(x) pour -presque tout x 2 X i.e kf  gkp = 0:

Etant donnÈe une application f 2 Lp(X;M;), on note [f ] la classe díÈquivalence de f pour

la relation R, cíest ‡ dire que

[f ] = fg 2 Lp(X;M;) : f (x) = g(x) -presque partoutg

DÈÖnition 1.1.5 Soit p 2 [1;+1].On note Lp(X;M;) le quotient de Lp(X;M;) par la

relation díÈquivalence R, c-‡-d

Lp(X;M;) = f[f ] : f 2 Lp(X;M;)g = Lp(X;M;) /R :

10
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Remarque 1.1.3 En fait, lorsque líon travaille avec des ÈlÈments de Lp(X;M;), on raisonne

avec des classes díÈquivalence. Mais dans toute la suite du cours, on identiÖera la classe díÈqui-

valence avec líune de ses fonctions reprÈsentatives. Cependant, on ne pourra pas Èvaluer une

fonction de Lp(X;M;) en un point. En e§et, deux fonctions dans la mÍme classe díÈquivalence

peuvent di§Èrer sur un ensemble de points de mesure nulle.

PropriÈtÈs ÈlÈmentaires des espaces Lp.

Proposition 1.1.2 Soit p 2 [1;+1]. Alors le couple (Lp(X;M;); kkp) est un espace vectoriel

normÈ, avec les opÈrations díespace vectoriel

[f ] + [g] = [f + g]; [f ] = [f ]; 8 2 R; 8f; g 2 Lp(X;M;):

et la norme

k[f ]kp = kfkp =
Z

X

jf jp d
 1

P

; pour 1  p < +1; 8f 2 Lp(X;M;);

k[f ]k1 = kfk1 = inf(fA  0; jf j  A -presque partoutg); pour p = +1; 8f 2 L1(X;M;):

Preuve.

- La preuve que líensemble Lp(X;M;) est un espace vectoriel est la mÍme que la preuve du

proposition 1.1.1

- Il su¢t de montrer que líapplication k:kp est une norme sur Lp(X;M;). On suppose que

p < 1: Si kfkp = 0, alors f = 0 -presque partout, donc f = 0 dans Lp(X). LíinÈgalitÈ de

Minkowski donne líinÈgalitÈ triangulaire et on a bien líhomogÈnÈitÈ. On montre Ègalement le

cas p = 1:

On níÈtudie díordinaire les espaces vectoriels normÈs que síils sont complets

ThÈorËme 1.1.1 (Riesz-Fisher).8p 2 [1;+1]; alors líespace Lp muni de la norme k:kp est

un espace de Banach i.e (un espace vectoriel normÈ complet).

11
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AÖn de prouver cette thÈorËme, nous avons besoin des thÈorËmes suivantes

ThÈorËme 1.1.2 (Convergence monotone, Beppo Levi) Soit fn : X ! [0;+1] une suite

croissante de fonctions mesurables positives, et soit f = lim
n!+1

fn. Alors, f est mesurable et

lim
n!+1

Z
fnd =

Z 
lim

n!+1
fn


d =

Z
fd

ThÈorËme 1.1.3 (Convergence dominÈe de Lebesgue) Soit (fn)n2N une suite de fonctions

L1 telle que

i) fn (x)! f (x) p.p sur X;

ii) il existe une fonction g 2 L1 telle que 8 n jfn (x)j  g (x) p.p sur X:

Alors f 2 L1 et kfn  fkL1 ! 0:

Preuve thÈorËme 1.1.1.

Cas 1 pour p = +1: Soit (fn)n2N une suite de Cauchy dans L1(X;M;).

soit k  1 :

9Nk 2 N; 8n;m  Nk; kfn  fmk1 <
1

k
:

Par la dÈÖnition de la norme k:k1 ; on a

9Nk 2 N; 8n;m  Nk; jfn (x) fm (x)j <
1

k
-presquepartout

c-‡-d 9 Ek nÈgligeable tel que

9Nk 2 N; 8n;m  Nk; jfn (x) fm (x)j <
1

k
; 8x 2 X /Ek

Posons E = [kEk (E nÈgligeable), donc on a

9Nk 2 N; 8n;m  Nk; jfn (x) fm (x)j <
1

k
; 8x 2 X /E :

12
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Ainsi (fn (x))n2N est une suite de Cauchy de R et car (R; j:j) est un espace de Banach, donc

(fn (x))n2N convergente vers un certain f (x) 2 R: c-‡-d pour m! +1

9Nk 2 N; 8n  Nk; kfn  fk1 <
1

k
: (1.1.8)

de plus

kfk1  kf  fn + fnk1

 kf  fnk1 + kfnk1

 1

k
+ kfnk1

alors f 2 L1; alore de (1:1:8) on a

kfn  fk1 ! 0 pour n! +1

donc

fn ! f 2 L1 dans L1

ainsi L1 est un espace de Banach.

Cas 2 pour 1  p < +1: Soit (fn)n2N une suite de Cauchy dans Lp(X;M;). pour conclure

il su¢t de montrer quíune sous suite extraite converge dans Lp:

On extrait une sous suite (fnk) telle que

9n1 2 N; 8n;m  n1; kfn  fmkp <
1

2
;

n2  n1; 8n;m  n2; kfn  fmkp <

1

2

2
;

:

:

nk  nk1; 8n;m  nk; kfn  fmkp <

1

2

k
:

13
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c-‡-d

8k  1;
fnk+1  fnk


p
<
1

2k

On va montrer que (fnk) converge dans L
p: Pour simpliÖer les notations on Ècrit f

k
au lieu de

fnk , de sorte que líon a

8k  1;
f

k+1
 f

k


p
<
1

2k

on pose

gn (x) =

nX

k=1

f
k+1
(x) f

k
(x)


on a (gn)n2N est croissante, et on a aussi

kgnkp =


nX

k=1

f
k+1
 f

k



p


nX

k=1

f
k+1
 f

k


p
(líinÈgalitÈ de Minkowski)


nX

k=1

1

2k
(sÈrie gÈomÈtrique)

 1

donc gn 2 Lp: Par le thÈorËme 1.1.2 de la convergence monotone on a gn ! g dans Lp et g 2

Lp:

Díautre part, pour m  n  2; et par la dÈÖnition de gn; on a

jfm (x) fn (x)j = jfm (x) fm1 (x) + fm1 (x) + ::::+ fn1 (x) fn1 (x) fn (x)j

 jfm (x) fm1 (x)j+ :::::+ jfn+1 (x) fn (x)j


m1X

k=n

jfk+1 (x) fk (x)j


m1X

k=1

jfk+1 (x) fk (x)j
n1X

k=1

jfk+1 (x) fk (x)j

 g (x) gn1 (x) (1.1.9)

14
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il en rÈsulte que p.p sur X; (fn (x)) est de Cauchy et pour m! +1; de (1:1:9) on a

jf (x) fn (x)j  g (x)

c-‡-d

jf (x) fn (x)j  g (x) ; pour n  2

) jf (x) fn (x)jp  (g (x))p ; pour n  2

) kf  fnkp  kgkp < +1; pour n  2

donc f  fn 2 Lp; et

kfkp = kf  fn + fnkp

 kf  fnkp + kfnkp

 kgkp + kfnkp

alors f 2 Lp; de plus on a

kf  fnkp  kg  gn1kp

Pour n! +1

kf  fnkp ! 0

ainsi Lp est un espace de Banach.

Lien entre convergences -presque partout et Lp

Proposition 1.1.3 Soit (fn)n2N une suite de Lp (X) convergeant dans Lp (X) vers f . Alors il

existe une sous-suite (f'(n))n2N convergeant -presque partout vers f:

Preuve. voir ([7], chapitre 8).

ThÈorËme 1.1.4 (Convergence dominÈe Lp). Soient (fn)n2N une suite de Lp (X) et f :

15
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X ! R mesurable telles que

(i) La suite (fn)n2N converge -presque partout vers f ,

(ii) Il existe g 2 Lp (X) telle que, pour tout n 2 N, on ait -presque partout jfnj  g. Alors

kfn  fk ! 0

Preuve. Voir ([7], chapitre 8). Ici, il su¢t díappliquer le thÈorËme de convergence dominÈe

(thÈorËme 1.1.3).

Comparaison des espaces Lp

En gÈnÈral, il níy a pas de relations díinclusion entre les espaces Lp(X;M;) pour di§Èrents

exposants p. Par exemple, considÈrons (X;M;) = (R; B (R) ;) et les espaces L1 (R; B (R) ;) ;

L2 (R; B (R) ;) associÈs. Alors avec

f (x) =
1p
x
1]0;1] (x) ; g (x) =

1

x
1[1;+1[ (x) ;

on a f 2 L1 (R; B (R) ;) mais f =2 L2 (R; B (R) ;) ; alors que g 2 L2 (R; B (R) ;) mais

g =2 L1 (R; B (R) ;) :

On nía donc aucune inclusion entre les espaces L1 (R; B (R) ;) et L2 (R; B (R) ;) : Líexemple se

gÈnÈralise pour les espaces Lp (R; B (R) ;) et Lq (R; B (R) ;) : Par contre si  est une mesure

Önie (typiquement une mesure de probabilitÈ), les espaces Lp(X;M;) sont ordonnÈs pour

líinclusion.

ThÈorËme 1.1.5 Soit (X;M;) un espace mesurÈ Öni (cíest ‡ dire (X) < +1) alors pour

p  q, on a

Lp(X;M;)  Lq(X;M;)

Preuve.

Cas 1 : si p = +1 : si f 2 L1(X;M;) alors f 2 Lq(X;M;); en e§et

jf (x)j  kfk1 pour -presque chaque x

16
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et donc

kfkq =
Z

X

jf jq d
 1

q


Z

X

kfkq1 d
 1

q

 (kfkq1)
1
q

Z

X

d

 1
q

= kfk1 ( (X))
1
q < +1:

alors f 2 Lq(X;M;):

Cas 2 : si f 2 Lp(X;M;) et p  q alors f 2 Lq(X;M;); en e§et comme q

p
+ pq

p
= 1; posons

 = p

q
;  = p

pq ; sont conjuguÈs, líinÈgalitÈ díHˆlder (1:1:1) pour ces exposants ;  donne alors

kfkqq =
Z

X

(jf jq  1) d


Z

X

(jf jq)
p
q d

 q
p
Z

X

(1)
p

pq d

 pq
p

 ( (X))
pq
p

Z

X

(jf jp) d
 q
p

donc

kfkq 
h
( (X))

1 q
p

i 1
q

 Z

X

(jf jp) d
 q
p

! 1
q

=
h
( (X))

1
q
 1
p

i Z

X

(jf jp) d
 1
p

< +1:

alors f 2 Lq(X;M;):

Remarque 1.1.4 Plus prÈcisÈment, le thÈorËme 1.1.5 montre une inclusion topologique Lp(X;M;) ,!

Lq(X;M;) car líinclusion canonique f 2 Lp(X;M;) 7! f 2 Lq(X;M;) est continue.

Proposition 1.1.4 1- Si 1  p < +1, líensemble des fonctions etagÈes intÈgrables est dense

dans Lp.
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2- Líensemble des fonctions ÈtagÈes est dense dans L1.

1.1.3 Dual. RÈáexivitÈ. SÈparabilitÈ de Lp

Dans cette section nous prÈsentons des rÈsultats trËs importants concernant la rÈáexivitÈ, la

sÈparabilitÈ et la dualitÈ des espaces Lp:

Dual de Lp

Dual topologique

Le dual topologique díun espace vectoriel normÈ E sur le corps K est, par dÈÖnition, líensemble

des formes linÈaires continues de E, c-‡-d des applications linÈaires continues de E dans K. On

note cet ensemble E. Ainsi, E = L (E;K) et, par ce qui prÈcËde, E muni de la norme k:k

dÈÖnie par

kfk = sup
x2E;kxk=1

jf (x)j = sup
x2E;kxk1

jf (x)j = sup
x2E;x6=0

jf (x)j
kxk (1.1.10)

est un espace de Banach puisque K est complet.

Lemme 1.1.4 Soient p et q tels que 1  p; q  +1 et 1
p
+ 1

q
= 1. Soit g 2 Lq, líapplication

Lg dÈÖnie par

Lg : Lp (X)! K

f !
Z

X

f (x) g (x) dx

est une forme linÈaire continue sur Lp de norme Ègale ‡ kgkq :

Preuve. Voir ([4], chapitre 3).

ThÈorËme 1.1.6 (ReprÈsentation de Riesz) soit 1  p < +1 et 1 < q  +1 tels que 1
p
+

1
q
= 1: Pour toute forme linÈaire continue  sur Lp; il existe un unique g 2 Lq tel que  = Lg

et on a kgkLq = kk(Lp) :
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Ce thÈorËme est trËs important. Il exprime que toute forme linÈaire continue sur Lp avec 1 

p < +1, se reprÈsente ‡ líaide díune fonction de Lq. Líapplication g ! Lg est une isomÈtrie

linÈaire bijective qui permet díidentiÖer le dual de Lp avec Lq.

Preuve. Voir ([4], chapitre 3).

Conclusion 1.1.1 Le dual de Lp síidentiÖe ‡ Lq tels que 1  p < +1 et 1 < q  +1; 1
p
+ 1

q

= 1:

ThÈorËme 1.1.7 Le dual de L1 contient strictement L1 et síidentiÖe a líespace des mesures

de Radon.

RÈáexivitÈ de Lp

DÈÖnition 1.1.6 On dit que E est rÈáexif si líisomÈtrie canonique J est surjective E sur E

c-‡-d J (E) = E; ou E le dual topologique de E.

ThÈorËme 1.1.8 Lp est rÈáexif pour 1 < p < +1:

AÖn de prouver ce thÈorËme, nous avons besoin des dÈÖnitions et thÈorËmes suivantes

DÈÖnition 1.1.7 On dit quíun espace de Banach E est uniformÈment convexe si, pour tout

 > 0, il existe  > 0 tel que

(x; y 2 E; kxk  1; kyk  1 et kx yk > ))

x+ y

2

 < 1 

:

ThÈorËme 1.1.9 (Milman-Pettis) Tout espace de Banach uniformÈment convexe est rÈáexif.

ThÈorËme 1.1.10 . Soit E un espace de Banach. Alors E est rÈáexif si et seulement si E est

rÈáexif. o˘ E est le dual topologique de E (líensemble des formes linÈaires continues de E dans

R):

Preuve du thÈorËme 1.1.8. Pour la dÈmonstration du thÈorËme nous envisageons trois Ètapes.
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…tape 1 (PremiËre inÈgalitÈ de Clarkson).

Soit 2  p < +1; on a


f + g

2


p

Lp

+


f  g
2


p

Lp

 1

2
(kfkpLp + kgk

p

Lp) ; 8f; g 2 Lp: (1.1.11)

En e§et, il su¢t de montrer que


a+ b

2


p

+


a b
2


p

 1

2
(jajp + jbjp) ; 8a; b 2 R:

On a

p + p  1

2


jj2 + jj2

 p
2 ; 8;   0:

se ramener au cas o˘  = 1 et noter que la fonction (x2 + 1)
p
2 xp1 est croissante sur [0;+1[ :

En prenant  =
a+b
2

 ;  =
ab
2

 il vient


a+ b

2


p

+


a b
2


p


 
a+ b

2


2

+


a b
2


2
! p

2

=


a2

2

+

b2

2


 p

2

 1

2
(jajp + jbjp)

Cette derniËre inÈgalitÈ rÈsulte de la convexitÈ de la fonction x ! jxj
p
2 car p  2:

…tape 2. Lp est uniformÈment convexe, et donc rÈáexif pour 2  p < +1.

En e§et, soit " > 0 ÖxÈ. On suppose que

kfkLp  1; kgkLp  1 et kf  gkLp > "

On dÈduit de (1:1:11) que


f + g

2


p

Lp

< 1
"
2

p
et donc


f + g

2


Lp

< 1 
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avec

 = 1

1

"
2

p 1
p

> 0

Par consÈquent Lp est uniformÈment convexe, et donc rÈáexif.

…tape 3. Lp est rÈáexif pour 1 < p  2:

Soit 1 < p  2. On considËre líopÈrateur T : Lp ! (Lq)

dÈÖni comme suit : Soit u 2 Lp ÖxÈ,

líapplication Tu : f 2 Lq !
R
uf est une forme linÈaire et continue sur Lq de sorte que

hTu; fi =
Z
uf; 8f 2 Lq

DíaprËs líinÈgalitÈ de Hˆlder

jhTu; fij  kukLp kfkLq

et par suite, de (1:1:10) on trouve

kTuk(Lq)  kukLp (1.1.12)

Díautre part, posons

f0 (x) = ju (x)jp2 u (x) ; (f0 (x) = 0 si u (x) = 0)

on a

f0 2 Lq; kf0kLq = kuk
p1
Lq et hTu; f0i = kukpLp

donc

kTuk(Lq) 
hTu; f0i
kf0k

= kukLp (1.1.13)

et en comparant (1:1:12) et (1:1:13) on obtient kTuk(Lq) = kukLp :Il en rÈsulte que T est une

isomÈtrie de Lp sur un sous-espace fermÈ (puisque Lp est complet) de (Lq)

: Or Lq est rÈáexif

car 2  p < +1 (2eme Ètape) et donc (Lq)

est rÈáexif voir thÈorËme 1.1.10. Il síen suit que

T (Lp) est rÈáexif et donc aussi Lp.
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Proposition 1.1.5 Les espaces L1 et L1 ne sont pas rÈáexifs.

Preuve. Voir ([4], chapitre 4).

DÈÖnition 1.1.8 Une fonction f : X ! R est ‡ support compact síil existe un compact K

 X tel que f vaut zÈro sur X nK : Nous dÈÖnissons líensemble des fonctions continues ‡

support compact sur X

Cc(X) = ff : X ! R; f est continue et a support compactg

Nous appelons le support de f dans X líensemble

suppX (f) = fx 2 X : f (x) 6= 0g  X

ou líadhÈrence est relative ‡ la topologie deX: Alors f est a support compact prÈcisÈment quand

suppX (f) est compact.

ThÈorËme 1.1.11 (DensitÈ) Soit X un ouvert de Rn; Líespace Cc(X) est dense dans Lp(X)

pour 1  p < +1:

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).

SÈparabilitÈ Lp

DÈÖnition 1.1.9 On dit quíun espace mÈtrique E est sÈparable síil existe un sous-ensemble

D  E dÈnombrable et dense.

ThÈorËme 1.1.12 Lp est sÈparable pour 1  p < +1:

Preuve. On dÈsigne par (Ri)i2I la famille dÈnombrable de pavÈs R de la forme

R =

nY

k=1

]ak; bk[ avec ak; bk 2 Q et R 2 X
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On dÈsigne par E líespace vectoriel sur Q engendrÈ par les fonctions 1Ri ( c-‡-d les combinaisons

linÈaires Önies ‡ coe¢cients rationnels des fonctions 1Ri ), de sorte que E est dÈnombrable.

Montrons que E est dense dans Lp(X). Soit f 2 Lp(X) et soit " > 0 ÖxÈs. Soit f1 2 Cc(X)

tel que kf  f1kLp < " (thÈorËme 1.1.11). Soit X 0 un ouvert bornÈ tel que suppf1  X 0  X

comme f1 2 Cc(X 0
); on construit aisÈment une fonction f2 2 E telle que suppf2  X 0 et que

jf2 (x) f1 (x)j  "

jX0 j 1p
p.p sur X 0: On commence par recouvrir Suppf1 par un nombre Öni de

pavÈs Ri sur lesquels líoscillation de f1 est infÈrieure ‡
"

jX0 j 1p
: Il en rÈsulte quekf2  f1k < " et

donc kf  f2k < 2":

ThÈorËme 1.1.13 Líespace L1 níest pas sÈparable.

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).

Le tableau suivant rÈcapitule les principales propriÈtÈs des espaces Lp.

RÈáexif SÈparable Espace dual

Lp; 1 < p < +1 Oui Oui Lq

L1 Non Oui L1

L1 Non Non Contient strictement L1

1.1.4 Convolution et rÈgularisation sur Rn

Cas mesurable positif

DÈÖnition 1.1.10 Soient f; g : Rn ! R deux fonctions mesurables. Le produit de convolution

de f et g est dÈÖni formellement par

(f  g) (x) =
Z

Rn
f (x y) g (y) dy (1.1.14)

Ce produit est dÈÖni pour tout x 2 Rn si f et g sont positives.

Proposition 1.1.6 Soient f; g deux fonctions mesurables positives. Alors f  g est mesurable
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positive et Z

Rn
(f  g) (x) =

Z

Rn
f (x) dx

Z

Rn
g (x) dx

Preuve. On note que les fonctions (x; y) 7! xy et (x; y) 7! y sont continues, donc elles sont

mesurables. On en dÈduit que la fonction (x; y) 7! f(x  y)g(y) est mesurable. Le thÈorËme

de Fubini-Tonelli assure alors que la fonction f  g est mesurable.

Proposition 1.1.7 Soient f; g deux fonctions mesurables positives. Alors

f  g = g  f

Preuve. Ce point rÈsulte du changement de variables z = x y dans líintÈgrale.

Exemple 1.1.3 Soit f := 1[1=2;1=2]. Pour tout x 2 R, on a

(f  f) (x) =
Z

R
1[1=2;1=2](y)1[1=2;1=2](x y)dy

=

Z

R
1[1=2;1=2](y)1[x1=2;x+1=2](y)dy

=  ([1=2; 1=2] \ [x 1=2; x+ 1=2])

Cas gÈnÈral

Remarque 1.1.5 Soient f; g : Rn ! R mesurables. Alors la convolution f g existe en x 2 Rn

si et seulement si la fonction y 7! f (x y) g (y) est intÈgrable, c-‡-d jf j  jgj < +1.

ThÈorËme 1.1.14 Soient f 2 L1 (Rn) ; g 2 Lp (Rn) avec 1  p  +1: Alors, pour presque

tout x 2 Rn, la fonction y 7! f (x y) g (y) est intÈgrable sur Rn; et f  g 2 Lp (Rn) de plus

on a

kf  gkLp  kfkL1 kgkLp

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).
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Proposition 1.1.8 Soient f 2 L1 (Rn) ; g 2 Lp (Rn) et h 2 Lq (Rn) : Alors on a

Z
(f  g)h =

Z
g

bf  h


: ou bf (x) = f (x)

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).

Proposition 1.1.9 Soient f 2 Cc (Rn) ; g 2 L1loc (Rn) : Alors on a

(f  g) 2 C (Rn)

Preuve. Voir ([3], chapitre 4).
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Chapitre 2

Transformation de Fourier

Dans ce chapitre, nous prÈsentons la transformÈe de Fourier et ses propriÈtÈs ainsi que la mÈthode

de rÈsolution des EDO et EDP avec cette transformÈe.
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2.1 Introduction

Nous savons que les fonctions pÈriodiques peuvent Ítre dÈveloppÈes en sÈries de sinus et de

cosinus, ou díexponentielles complexes, appelÈes sÈries de Fourier. Physiquement, dans le cas

díune onde sonore, on peut se reprÈsenter les termes díune sÈrie de Fourier comme un ensemble

díharmoniques dont les frÈquences forment un ensemble inÖni mais discret fnvg, n = 1; 2; 3:::

(v = w=2 est la frÈquence du fondamental). En ÈlectricitÈ, une tension pÈriodique peut Ítre

reprÈsentÈe par une sÈrie de Fourier. Celle-ci est une superposition díun ensemble inÖni discret

de tensions alternatives de frÈquences nv. De mÍme, en optique, une lumiËre constituÈe díun

ensemble discret de longueurs díonde {=n},n = 1; 2:::, cíest-ëa-dire un ensemble discret de

couleurs, peut Ítre reprÈsentÈe par une sÈrie de Fourier.

La plus grande di¢cultÈ dans la reprÈsentation des fonctions par les sÈries de Fourier est que

nous ne pouvons pas reprÈsenter des fonctions non pÈriodiques ‡ líaide de sÈries de Fourier. Dans

ce cas, la transformÈe de Fourier est un outil mathÈmatique pour reprÈsenter des fonctions non

pÈriodiques, tout comme la sÈrie de Fourier Ètait un outil pour reprÈsenter des fonctions pÈrio-

diques. Ici, une somme est remplacÈe par une intÈgrale, la sÈrie de Fourier sera remplacÈe par

une intÈgrale de Fourier. Celle-ci peut Ítre utilisÈe pour reprÈsenter des fonctions non pÈrio-

diques, par exemple un son qui níest pas rÈpÈtÈ, une impulsion unique de tension, ou un áash

de lumiËre. LíintÈgrale de Fourier fait intervenir un spectre continu de frÈquences, par exemple

un ensemble de sons musicaux ou de couleurs de lumiËre.

2.1.1 DÈmonstration de la transformation de Fourier

DÈcomposition en SÈrie de Fourier

Une fonction f(t) de pÈriode T , síexprime sous certaines conditions comme

f(t) =

1X

n=0

an cos (nw0t) + bn sin (nw0t) (2.1.1)
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o˘

an =
2

T

Z T
2

T
2

f (t) cos (nw0t) dt; bn =
2

T

Z T
2

T
2

f (t) sin (nw0t) dt (2.1.2)

On a les formules de moivre et díEuler

8
><
>:

ei = cos () + i sin ()

ei = cos () i sin ()
=)

cos () = ei+ei
2

sin () = eiei
2i

(2.1.3)

En insÈrant (2:1:3) dans (2:1:1), on obtient

f(t) =

1X

n=0

an
einw0t + einw0t

2
+ bn

einw0t  einw0t
2i

(2.1.4)

En multipliant la quantitÈ bn
einw0teinw0t

2i
par i

i
et aprËs simpliÖcation, on trouve

f(t) =

1X

n=0

an  ibn
2

einw0t +
an + ibn

2
einw0t (2.1.5)

Posons

cn =
an  ibn
2

; cn =
an + ibn

2
(2.1.6)

c ‡ d, de (2:1:2) on a

cn =
1

T

Z T
2

T
2

f (t) einw0tdt (2.1.7)

de (2:1:5), (2:1:6) et (2:1:7) on trouve

f(t) =

1X

n=0

cne
inw0t + cne

inw0t

=

+1X

n=1
cne

inw0t =

Z +1

1
cne

inw0tdn =

Z +1

1

"
1

T

Z T
2

T
2

f (t) einw0tdt

#
einw0tdn

Par changement de variable

w = nw0 =) dw = w0dn
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et car w0 =
2
T
; alors

f(t) =

Z +1

1

"
1

T

Z T
2

T
2

f (t) einw0tdt

#
einw0tdn

=

Z +1

1

"
1

T

Z T
2

T
2

f (t) eiwtdt

#
eiwt

dw
2
T

et car T ! +1 (f non pÈriodique)

=
1

2

Z +1

1

Z +1

1
f (t) eiwtdt


eiwtdw (2.1.8)

par ce que w = 2 c ‡ d dw = 2d; o˘ w est la pulsation mais  est la frÈquence, donc

f(t) =

Z +1

1

Z +1

1
f (t) ei2tdt


ei2td (2.1.9)

Önalement (2:1:9) nous donne la dÈÖnition de la transformÈe de Fourier que nous prÈsentons

dans la section suivante

2.2 Transformation de Fourier pour les fonctions intÈ-

grables

DÈÖnition 2.2.1 (Transformation de Fourier) Soit f absolument intÈgrable au sens de

Lebesgue, c ‡ d, f 2 L1(R). La transformÈe de Fourier de f : R ! C est une fonction F :

R ! C dÈnotÈe F (f (t)) = F () = bf () ;  2 R; quíon dÈÖnit :

F (f (t)) = F () = bf () =
Z +1

1
f (t) ei2tdt (2.2.1)

DÈÖnition 2.2.2 (Transformation de Fourier inverse) Si la transformÈe de Fourier de f ,

notÈe bf , est elle mÍme une fonction intÈgrable, la formule dite de transformation de Fourier

inverse, opÈration notÈe F1, et appliquÈe ‡ bf , permet de retrouver f a partir des donnÈes
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frÈquentielles :

f (t) = F1 (F (f (t))) =

Z +1

1
F () ei2td, F (f (t)) =

Z +1

1
f (t) ei2tdt (2.2.2)

Cette opÈration de transformation de Fourier inverse a des propriÈtÈs analogues ‡ la transfor-

mation directe, puisque seuls changent le coe¢cient multiplicatif et le i devenu i:

Remarque 2.2.1 1- Toutes les fonctions appartenant ‡ líespace de Lebesgue L1(R) admet la

transformÈe de Fourier car dans ce cas líintÈgrale (2:2:1) existe

 bf ()
 =


Z +1

1
f (t) ei2tdt




Z +1

1

f (t) ei2t
 dt

=

Z +1

1
jf (t)j

ei2t
 dt =

Z +1

1
jf (t)j dt = kfkL1(R) < +1 (2.2.3)

2- La condition f 2 L1(R) est une condition su¢sante mais non nÈcessaire, certaines fonctions

f =2 L1(R) ont tout de mÍme une transformÈe de Fourier.

Exemple 2.2.1 1- Soit f (t) = exp ( jtj) ; alors

F (f (t)) = F ()

=

Z +1

1
f (t) ei2tdt =

Z +1

1
ejtjei2tdt

=

Z 0

1
ejtjei2tdt+

Z +1

0

ejtjei2tdt =

Z 0

1
eti2tdt+

Z +1

0

eti2tdt

=

Z 0

1
e(1i2)tdt+

Z +1

0

e(1i2)tdt =


1

(1i2) e
(1i2)t

0

1
+


1

(1i2) e
(1i2)t

+1

0

=


1

(1i2)  0

+


0 1

(1i2)


=

2

1 + (2)
2

2- Soit la fonction porte dÈÖnie par :

 (t) =

8
><
>:

1 si 
2
 t  +

2

0 sinon
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alors

F (f (t)) = F () =

Z +1

1
 (t)e

i2tdt =

Z +
2


2

1ei2tdt

=


1

i2) e
i2t

+
2


2

=


ei  ei

i2


=


ei  ei

i2



=
1




ei  ei

2i


=

1


sin () = 

sin ()


= sinc ()

3- g (x) =

1 jxj

a


H

1 jxj

a


o˘ H (x) = 1(x>0):

2.3 PropriÈtÈs de la transformation de Fourier

2.3.1 LinÈaritÈ

Soient f et g deux fonctions, on a

8; 2 R : F [f (t) + g (t)] = F [f (t)] + F [g (t)] (2.3.1)

Preuve.

LíintÈgration Ètant une opÈration linÈaire, donc la transformation de Fourier líest aussi.

2.3.2 La transformÈe de Fourier des fonctions paire

Si la fonction f(t) est rÈelle et paire, alors

F [f (t)] = 2

Z +1

0

f (t) cos (2t) dt (2.3.2)
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Preuve. On a

F [f (t)] = F ()

=

Z +1

1
f (t) [cos (2t) + i sin (2t)] dt

=

Z +1

1
f (t) [cos (2t)] dt+ i

Z +1

1
f (t) [sin (2t)] dt

car f paire donc f (t) [cos (2t)] est une fonction paire et f (t) [sin (2t)] est une fonction

impaire alors

F [f (t)] = F () = 2

Z +1

0

f (t) [cos (2t)] dt+ i (0) = 2

Z +1

0

f (t) [cos (2t)] dt

2.3.3 La transformÈe de Fourier des fonctions impaire

Si la fonction f(t) est rÈelle et impaire, alors

F [f (t)] = 2i

Z +1

0

f (t) sin (2t) dt (2.3.3)

Preuve. On a

F [f (t)] = F ()

=

Z +1

1
f (t) [cos (2t) + i sin (2t)] dt

=

Z +1

1
f (t) [cos (2t)] dt+ i

Z +1

1
f (t) [sin (2t)] dt

car f impaire donc f (t) [cos (2t)] est une fonction impaire et f (t) [sin (2t)] est une fonction

paire alors

F [f (t)] = F () = (0) + i

Z +1

1
f (t) [sin (2t)] dt = 2i

Z +1

0

f (t) [sin (2t)] dt
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2.3.4 Translation en temps

La transformÈe de Fourier de f (t a) (a rÈel) est donnÈe par

F [f (t a)] = ei2aF [f (t)] (2.3.4)

1. Preuve. En posant u = t a c-‡-d du = dt; on a

F [f (t a)] =
Z +1

1
f (t a) ei2tdt =

Z +1

1
f (u) ei2(u+a)du

= ei2a
Z +1

1
f (u) ei2(u)du = ei2aF [f (t)]

2.3.5 Translation en frÈquence

La transformÈe de Fourier díun signal f(t) modulÈ par e2i0t est donnÈe par

F

e2i0tf (t)


= F ( 0) (2.3.5)

Preuve. En posant v =  0 c-‡-d dv = d; on a

F1 (F ( 0)) =
Z +1

1
F ( 0) ei2td =

Z +1

1
F (v) ei2(v+0)tdv

= e2i0t
Z +1

1
F (v) ei2vtdv = e2i0tf (t)

c-‡-d

F ( 0) = F

e2i0tf (t)



2.3.6 Changement díÈchelle

La transformÈe de Fourier de f (kt) (k 6= 0) est donnÈe par

F [f (kt)] =
1

jkjF

k


(2.3.6)
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Preuve. En posant u = kt c-‡-d du = kdt; on a

F [f (kt)] =

Z +1

1
f (kt) ei2tdt =

Z +1

1
f (u) ei2

u
k
du

k

=

Z +1

1

1

k
f (u) ei2


k
udu =

1

jkjF

k



2.3.7 Conjugaison complexe

La transformÈe de Fourier du conjuguÈ díune fonction f(t) est donnÈe par

F
h
f (t)

i
= F () (2.3.7)

Preuve. On a

F
h
f (t)

i
=

Z +1

1
f (t)ei2tdt =

Z +1

1
f (t) ei2tdt

=

Z +1

1
f (t) ei2tdt = F ()

2.3.8 TransformÈe de Fourier díune dÈrivÈe

Supposons f 2 L1 (R), f 0 2 L1 (R). Alors f 0(t) possËde une transformÈe de Fourier, donnÈe par

F
h
f
0
(t)
i
= i2F () (2.3.8)

Preuve. On a

F
h
f
0
(t)
i
=

Z +1

1
f
0
(t) ei2tdt (2.3.9)

IntÈgrons par parties líintÈgrale au second membre de líÈquation (2:3:9)

F
h
f
0
(t)
i
=

f (t) ei2t

+1
1 

Z +1

1
(i2) f (t) ei2tdt

La fonction f(t) Ètant intÈgrable sur R, cela implique que sa limite est nulle pour t ! 1 et
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t ! +1; donc

F
h
f
0
(t)
i
= (i2)

Z +1

1
f (t) ei2tdt

= (i2)F ()

GÈnÈralisation : Ce rÈsultat se gÈnÈralise pour les dÈrivÈes successives de f(t) ‡ condition

quíelle vÈriÖent les conditions díexistence de la transformÈe de Fourier. En e§et, pour la dÈrivÈe

díordre n; on dÈmontre facilement par rÈcurrence que

F

f (n) (t)


= (i2)

n
F () (2.3.10)

Cette propriÈtÈ est fondamentale car elle permet de rÈsoudre simplement certaines Èquations

di§Èrentielles.

2.3.9 DÈrivation de la transformÈe de Fourier

La dÈrivation de F () par rapport ‡ la variable  est donnÈe par

dF ()

d
= i2F [tf (t)] (2.3.11)

Preuve. Soit ' (t;) = f (t) ei2t: ' possËde les propriÈtÈs suivantes

a) ' est continue comme produit de deux fonctions continues.

b)
@'(t;)

@
= i2tf (t) ei2t = i2t' (t;) est continue.

c) LíintÈgrale
R +1
1 ' (t;) dt est convergente car j' (t;)j = jf (t)j et f 2 L1 (R) :

d) LíintÈgrale
R +1
1

@'(t;)

@
dt est convergente car

@'(t;)@

 = jtf (t)j et tf 2 L1 (R) :

Pour ces raisons F [f (t)] =
R +1
1 f (t) ei2tdt =

R +1
1 ' (t;) dt est dÈrivable dans R et on a
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dF ()

d
=
d

d

Z +1

1
f (t) ei2tdt =

Z +1

1

d

d


f (t) ei2t


dt

=

Z +1

1
i2tf (t) ei2tdt = i2

Z +1

1
tf (t) ei2tdt = i2F [tf (t)]

GÈnÈralisation Ce rÈsultat se gÈnÈralise aux dÈrivÈes successives de F () par

dnF ()

dn
= (i2)n F [tnf (t)] (2.3.12)

Exemple 2.3.1 Soit f (t) = et
2

: En utilisant les propriÈtÈs (2:3:8) et (2:3:11) calculer la

transformÈe de Fourier de f(t)

on a

f
0
(t) = 2tet2 = 2tf (t), F


f
0
(t)

= 2F (tf (t))

de (2:3:8)et (2:3:11) ; on a

i2F () = 2


1

i2
dF ()

d



,
Z
dF ()

F ()
=

Z
22d

, ln (F ()) = 22 + c, F () = e
22+c = Ae

22

calculer A: on a

F (0) = A

,
Z +1

1
f (t) ei2(0)tdt = A

,
Z +1

1
et

2

dt = A, p
 = A

Finalement F () = F (f (t)) =
p
e

22 :
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2.3.10 Convolution et transformation de Fourier

Comme dans (1.1.14), on dÈÖnit le produit de convolution de deux fonctions f et g appartenant

‡ L1 (R) par la formule

(f  g) (t) =
Z

R
f () g (t ) d

On peut montrer que f  g = g  f appartient aussi ‡ L1 (R) : Donc la transformÈe de Fourier

de cette fonction est donnÈe par

F [(f  g) (t)] = F (f (t)) :F (g (t)) (2.3.13)

et

F1 (f () g ()) = F1 (f ())  F1 (g ()) (2.3.14)

Preuve. On a

F [(f  g) (t)] =
Z +1

1
(f  g) (t) ei2tdt

=

Z +1

1

Z

R
f () g (t ) d


ei2tdt

=

Z +1

1

Z

R
f () g (t )


ei2tdtd (2.3.15)

E§ectuons le changement de variables t  = v; dt = dv; dans líintÈgrale (2:3:15) ; on obtient

F [(f  g) (t)] =
Z +1

1

Z

R
f () g (v) ei2(v+)dvd (2.3.16)

LíintÈgrale double (2:3:16) est le produit (ordinaire) de deux intÈgrales simples

F [(f  g) (t)] =
Z +1

1
f () ei2d

 Z +1

1
g (v) ei2vdv



= F (f (t)) :F (g (t))
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Pour (2:3:14) ; on a

F

F1 (f ())  F1 (g ())


= F


F1 (f ())


:F

F1 (g ())



= f:g

donc, par inversion

F1 (f ())  F1 (g ()) = F1 (f:g)

2.3.11 ContinuitÈ et bornitude

Si f 2 L1 (R) alors bf () est continue et bornÈe. On a aussi

sup

 bf
  kfkL1

Preuve. Soit g (x;) = f (x) ei2x:

1- bf est bornÈe (voir (2.2.3)).

2- bf est continue. Montrons que pour toute suite (n)n2N convergeant vers , on a

lim
n!1

bf (n) = bf ()

On pose gn (x) = g (x;n) : Les hypothËses du thÈorËme de convergence dominÈe Ètant vÈriÖÈes,

on a donc :

lim
n!1

bf (n) = lim
n!1

Z

R
f (x) ei2nxdx

= lim
n!1

Z

R
g (x;n) dx =

Z

R
lim
n!1

g (x;n) dx

=

Z

R
g (x;) dx =

Z

R
f (x) ei2xdx = bf ()
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3- sup
 bf
  kfkL1 : Pour tout  2 R; de (2.2.3) on a

 bf ()
  kfkL1

Dío˘ sup
 bf
  kfkL1 :

2.4 TransformÈes de Fourier usuelles

f :t ! f (t) F (f (t)) = F ()

1[a;b] (t) =

8
><
>:
1 si t 2 [a; b]

0 sinon
(b a) ei(a+b) sinc(b a))

H (t) eat, tq a 2 C; Re (a) > 0, H (t)

8
><
>:
1 si t  0

0 sinon

1
a+2i

eajtj 2a
a2+422

ewt
2

; w > 0
p


w
e
2
w
2

1
a+2it

H () ea

1
a2it H () ea

sinc(t) 1[ 1
2
; 1
2 ]
()

sgn (t) eajtj; tq sgn (t) =

8
>>>><
>>>>:

1 si t < 0

0 si t = 0

1 si t > 0

4i
a2+422

H (t) t
k

k!
eat 1

(a+2i)k+1

H (t) tk
k!
eat 1

(a+2i)k+1

(2.4.1)

39



Chapitre 2. Transformation de Fourier, Dr : SACI ATEF

2.5 Application ‡ la rÈsolution des Èquations di§Èren-

tielles

Dans certaines situations, notamment pour ce qui concerne les Èquations di§Èrentielles, il est

possible díexploiter les propriÈtÈs remarquables de certaines transformations comme la trans-

formÈe de Fourier pour rÈsoudre certaines de ces Èquations. Plus gÈnÈralement

ñ La transformÈe de Fourier est adaptÈe ‡ la rÈsolution de certaines Èquations di§Èrentielles

linÈaires sur tout líespace R.

ñ La transformÈe de Fourier est adaptÈe ‡ la rÈsolution de certaines EDP.

2.5.1 Application ‡ les Èquations di§Èrentielles ordinaires

Principe :

EDO pour f(t)
F! Èqu algÈb F (f (t)) = F ()

solution! F ()
F1! sol f(t) de EDO

Exemple 2.5.1 RÈsoudre líEDO

f
00
(t) + 2f 0 (t) + f (t) = g (t)

ou g 2 L1 (R) \C2 (R) est ‡ dÈrivÈes bornÈes. On cherche une solution f deux fois dÈrivable et

dans L1 (R) ainsi que ses dÈrivÈes. En prenant la transformÈe de Fourier de líEDO, on obtient

par linÈaritÈ

F

f
00
(t)

+ 2F (f 0 (t)) + F (f (t)) = F (g (t))

de (2:3:10) ; on trouve

(i2)
2
F () + 2 (i2)

1
F () + F () = F (g (t))
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alors


(i2)

2
+ 2 (i2) + 1


F () = F (g (t))

donc, on a

F () = F (g (t))
1

((i2) + 1)
2

Pour conclure, il su¢t de revenir ‡ f par inversion. Pour cela on remarque que

1

((i2) + 1)
2
= F


H (t)

t

1!
et

, voir (2.4.1)

donc, par (2:3:13) on obtient

F () = F (g (t))F


H (t)

t

1!
et

= F


(g (t)) 


H (t) tet



Par inversion, on obtient la solution de líEDO de dÈpart

f (t) = (g (t)) 

H (t) tet


=

Z

R
g (t s)H (s) sesds:

2.5.2 Application ‡ les Èquations aux dÈrivÈes partielles

Principe :

EDP pour u (t; x)
F! EDO de F (u (t; x))

solution! F (u (t; x))
F1! sol u (t; x) de EDP

Exemple 2.5.2 (Equation de la chaleur)

Soit líÈquation de la chaleur suivante

8
><
>:

@u(t;x)

@t
 @2u(t;x)

@x2
= 0; (t; x) 2 ]0;+1[ R

u (0; x) = u0 (x) ; u0 (x) 2 L1 (R)
(2.5.1)
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on a

F (u (t; x)) =

Z

R
u (t; x) ei2xdx

u (t; x) = F1 (F (u (t; x))) =

Z

R
F (u (t; x)) ei2xd

F


@u (t; x)

@t


=
@

@t
F (u (t; x))

F


@2u (t; x)

@x2


= (2i)

2
F (u (t; x))

Alors la transformÈe de Fourier de líÈquation (2:5:1) síÈcrit

@

@t
F (u (t; x)) (2i)2 F (u (t; x)) = 0 (2.5.2)

LíÈquation (2:5:2) est une Èquation du premiËre ordre, on intÈgrer

ln (F (u (t; x))) = (2i)
2
t+ c

Donc on a

F (u (t; x)) = Ke(2i)
2t; K = ec (2.5.3)

par la condition initiale, on trouve

K = F (u0 (x))

par suite, de (2:5:3) on obtient

F (u (t; x)) = F (u0 (x)) e
(2i)2t

Posons F (u0 (x)) =  () ; par inversion, on obtient la solution de líEDP de dÈpart

u (t; x) = F1

 () e(2i)

2t

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De (2:3:14) ; alors

u (t; x) = F1 ( ())  F1

e(2i)

2t


(2.5.4)

on a

F1 ( ()) = u0 (x) (2.5.5)

et

F1

e(2i)

2t

=

Z

R
e(2i)

2tei2xd

=

Z

R
e4

22t+i2xd

=

Z

R
e4

2t(2 ix
2t

)d

=

Z

R
e
42t

h
( ix

4t)
2( ix

4t)
2
i
d

= e
42t

h
( ix

4t)
2
i Z

R
e[2

p
t( ix

4t)]
2

d (2.5.6)

On pose z = 2
p
t

 ix

4t


alors dz = 2

p
td; de (2:5:6) on obtient

F1

e(2i)

2t

= e

x2

4t

Z

R
e[z]

2 dz

2
p
t

=
1

2
p
t
e

x2

4t

Z

R
e[z]

2

dz

=
1

2
p
t
e

x2

4t

p


=

1p
4t

e
x2

4t (2.5.7)

Donc Önalement, de (2:5:4) ; (2:5:5) ; et (2:5:7) on trouve la solution de líEDP (2:5:1)

u (t; x) = [u0 (x)] 


1p
4t

e
x2

4t



=

Z

R
u0 (x k)

1p
4t

e
k2

4t dk
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2.6 Transformation de Fourier pour les fonctions de carrÈ

sommable

Conservation de la norme

Nous avons jusquíici donnÈ la dÈÖnition de la transformÈe de Fourier des fonctions appartenant

‡ líespace L1 des fonctions intÈgrables, tout en indiquant quíon peut aussi dÈÖnir la transformÈe

de Fourier dans díautres cas. Un cas pratique important en physique, notamment en mÈcanique

quantique et en optique, est celui des fonctions appartenant ‡ líespace L2 des fonctions de carrÈ

sommable (cíest-‡-dire de carrÈ intÈgrable), telles que

Z

R
jf (t)j2 dt < +1:

Entre les fonctions f(x) et F () = F (f(x)), on a formule de Plancherel

ThÈorËme 2.6.1 (Formule de Plancherel) La transformÈe de Fourier se prolonge de ma-

niËre unique en une isomÈtrie bijective

F : L2 (R) ! L2 (R)

f 7! F (f)

vÈriÖant Z

R
jf (t)j2 dt =

Z

R
jF (f) ()j2 d

Preuve. Voir ([6], chapitre 1).
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Chapitre 3

Transformation de Laplace

Dans ce chapitre, nous prÈsentons la transformÈe de Laplace et ses propriÈtÈs ainsi que son

utilisation pour rÈsoudre des equations di§Èrentielles ordinaires linÈaires (EDO) díordre n et

certain EDP.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous prÈsenterons une transformation qui est un reprÈsentant important díune

grande classe díopÈrateurs intÈgraux, cette transformation constitue une mÈthode puissante pour

rÈsoudre les Èquations di§Èrentielles linÈaires, et certaines Èquations intÈgrales et Èquations aux

dÈrivÈes partielles.

Cette transformation rÈduit le problËme de rÈsoudre une Èquation di§Èrentielle linÈaire ‡ coef-

Öcients constants ‡ un problËme algÈbrique

3.1.1 IntÈgrales gÈnÈralisÈes

Soit une fonction f dÈÖnie et continue sur [a;+1[ : On dÈÖnit líintÈgrale gÈnÈralisÈe de f entre

a et +1 par Z +1

a

f (x) dx = lim
x!+1

Z x

a

f (x) dx


(3.1.1)

LíintÈgrale gÈnÈralisÈe nía un sens que si la limite qui Ögure dans le membre de droite de (3:1:1)

est Önie. On dit alors que líintÈgrale est convergente. Dans le cas contraire, líintÈgrale gÈnÈralisÈe

est divergente.

Exemple 3.1.1 LíintÈgrale gÈnÈralisÈe I =
R +1
1

1
x2
dx est-elle convergente ? Pour rÈpondre ‡

cette question, calculons, pour tout x  0

I (x) =

Z x

1

1

x2
dx = 1 1

x

On a lim
x!+1

I (x) = 1: Donc I est convergente et I =
R +1
1

1
x2
dx = 1:

3.1.2 Fonctions causales

Dans les applications, on Ètudie des phÈnomËnes qui dÈpendent du temps, et qui commencent

‡ un instant prÈcis quíon prend pour origine. On appelle donc fonction causale toute fonction

y = f(t) vÈriÖant f(t) = 0 pour t < 0.
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Exemple 3.1.2 La fonction Èchelon-unitÈ, ou fonction de Heaviside, est dÈÖnie par

u (t) =

8
><
>:
1 t  0

0 t < 0

La fonction Èchelon-vitesse, ou fonction rampe, est

r (t) =

8
><
>:
t t  0

0 t < 0

3.2 Transformation de Laplace

DÈÖnition 3.2.1 Soit y = f(t) une fonction causale. Sa transformÈe de Laplace est la fonction

F (p) dÈÖnie par

F (p) =

Z +1

0

f (t) eptdt

On note F (p) = L [f (t)] :

Exemple 3.2.1 a) Soit la fonction de Heaviside u (t) =

8
><
>:
1 t  0

0 t < 0

on a

L [u (t)] =

Z +1

0

u (t) eptdt =

Z +1

0

eptdt =
1

p
si Re (p) > 0

b) Soit f(t) = u (t) et =

8
><
>:
et t  0

0 t < 0
avec  2 C:

on a

L [f (t)] =

Z +1

0

f (t) eptdt =

Z +1

0

eteptdt =
1

p  si Re (p) > Re ()

3.2.1 TransformÈe inverse

Comme nous líavons vu, la transformation de Laplace est trÈs intÈressante lorsque líon veut

simpliÖer des calculs, par exemple sur une Èquation di§Èrentielle. Toutefois, cette dÈmarche
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passe par le calcul de la transformÈe de Laplace de la solution de líÈquation. Il serait bon

de pouvoir, ayant obtenu cette fonction, revenir ‡ la fonction de dÈpart. Ceci síe§ectue par

transformÈe de Laplace inverse. Toutefois, il faut etre sur que cette reconstruction peut se faire

de maniËre unique.

Si la transformÈe de Laplace díune fonction f(t) est F (p) c-‡-d. Lff(t)g(p) = F (p), alors f(t)

est appelÈe transformÈe de Laplace inverse de F (p) et nous Ècrivons

f(t) = L1fF (p)g (t) = 1

2i

Z +1

1
F (p)eptds:

Exemple 3.2.2 1- F (p) 3p+7

p22p3 =
4
p3  1

p+1
donc f(t) = (4e3t  et) u (t)

2- F (p) 3p+1

(p1)(p2+1) =
2
p1 +

2p+1
p2+1

donc f(t) = 2et  2 cos (t) + sin(t)

DÈÖnition 3.2.2 une fonction f est dite díordre exponentiel, si on peut trouver une constante

rÈelle M et  > 0 tels que

jf (t)j Met; 8t > T

3.2.2 Conditions díexistence

F (p) est dÈÖnie par une intÈgrale gÈnÈralisÈe, donc il faut que :

1- F soit continue par morceaux sur R+

2- 9 2 ]0; 1[ tel que lim
t!0
t jf (t)j = 0

3- La fonction f est díordre exponentiel jf (t) eptj Me(Re p)t or
R +1
0

e(Re p)tdt converge

pour Re p > :

Remarque 3.2.1 Certaines fonctions ne possËdent pas de transformÈe de Laplace, par exemple

la fonction f (t) = 1
t
qui ne respecte pas la deuxiËme condition díÈxistence, ou f (t) = et

2

qui

níest pas díordre exponentielle.
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3.3 PropriÈtÈs de la transformation de Laplace

3.3.1 LinÈaritÈ

Soient f; g : R+ ! C deux fonctions admettant des transformÈes de Laplace F (p) et G(p), et

soient , deux rÈels, alors

L [f (t) + g(t)] (p) = L [f (t)] (p) + L [g (t)] (p)

Preuve.

LíintÈgration Ètant une opÈration linÈaire, donc la transformation de Laplace líest aussi.

Exemple 3.3.1 Grace ‡ cette propriÈtÈ, on peut dÈterminer la transformÈe de sinus et cosinus :

cos(at) =
eiat + eiat

2
,

L [cos(at)] (p) =
1

2


L

eiat

(p) + L


eiat


(p)

=
1

2


1

p ia +
1

p+ ia



=
p

p2 + a2

et

sin(at) =
eiat  eiat

2i
,

L [sin(at)] (p) =
1

2i


L

eiat

(p) L


eiat


(p)

=
1

2i


1

p ia 
1

p+ ia



=
a

p2 + a2

3.3.2 TransformÈe díune translation

Soit f : R+ ! C une fonction admettant une transformÈe de Laplace F(p). On note

fa (t) =

8
><
>:
f (t a) si t  a

0 si t  a
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alors

L [fa (t)] (p) = e
paL [f (t)] (p)

Preuve. On e§ectue le changement de variable u = t a; du = dt

L [fa (t)] (p) =

Z +1

0

f (t a) eptdt =
Z +1

a
f (u) ep(u+a)du = epa

Z +1

a
f (u) epudu = epaL [f (t)] (p)

3.3.3 TransformÈe díune homothÈtie

Soit f : R+ ! C une fonction admettant une transformÈe de Laplace F (p), et soit k > 0

L [f (kt)] (p) =
1

k
F
p
k



Preuve. On e§ectue le changement de variable u = kt; du = kdt

L [f (kt)] (p) =

Z +1

0

f (kt) eptdt =

Z +1

0

f (u) ep(
u
k )
du

k
=
1

k

Z +1

0

f (u) e
p
k
udu =

1

k
F
p
k



3.3.4 TransformÈe díune dÈrivÈe

Soit f : R+ ! C une fonction continument dÈrivable et admettant une transformÈe de Laplace

F (p)

L [f 0 (t)] (p) = pL [f (t)] (p) f(0); p > 0

Preuve. On intÈgre par partie

L [f 0 (t)] (p) =

Z +1

0

f 0 (t) eptdt

=

f (t) ept

+1
0

 (p)
Z +1

0

f (t) eptdt

= pL [f (t)] (p) f(0)
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Remarque 3.3.1 On montre par rÈcurrence les formules suivantes

L [f 00 (t)] (p) = p2L [f (t)] (p) pf(0) f 0(0)

L

f (3) (t)


(p) = p3L [f (t)] (p) p2f(0) pf 0(0) f 00(0)

Soit f : R+ ! C une fonction vÈriÖant : f 2 Cn (R+;C) ; 9M > 0 et a rÈel tel que 8k  n on

a
f (k) (t)

 Meat; alors

L

f (n) (t)


(p) = pnL [f (t)] (p) pn1f(0) pn2f 0(0) ::: f (n1)(0)

Preuve. La dÈmenstration est par rÈcurrence comme ‡ la remarque pour n = 2 et n = 3:

3.3.5 TransformÈe de líintÈgrale

Soit g(t) =
R t
0
f () d; alors

L [g(t)] (p) = L

Z t

0

f () d


(p) =

L [f (t)] (p)

p
(3.3.1)

Preuve. On a g (t) =
R t
0
f () d; alors g0 (t) = f(t) et

L [f (t)] (p) = L [g0 (t)] (p) = pL [g (t)] (p) g (0)

Puisque g (0) = 0; on a L [f (t)] (p) = pL [g (t)] (p) ; díou (3.3.1).

3.3.6 DerivÈe et intÈgrale de transformeÈ de Laplace

Soit f : R+ ! C admettant une transformÈe de Laplace F (p)

L [tf (t)] (p) = F 0(p) (3.3.2)
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On gÈnÈralise la formule (3.3.2)

L [tnf (t)] (p) = (1)n F (n)(p)

De plus, si lim
t!0

f(t)

t
existe, alors

L


f (t)

t


(p) =

Z +1

p

F (s)ds:

Preuve. (voir TD)

3.3.7 Convolution

Soient f; g : R+ ! C deux fonctions admettant des transformÈes de Laplace F (p) et G(p),

alors

L [(f  g) (t)] (p) = L [(f) (t)] (p) :L [(g) (t)] (p) = F (p):G(p)
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3.3.8 Quelques transformÈes usuelles

f :t ! f (t) L (f (t)) =
R +1
0

f (t) eptdt = F (p)

u(t) 1
p

tnu(t); n 2 N np
pn+1

tu(t);  > 1 (+1)

p+1

etu (t) 1
p

sin (at) u(t) a
p2+a2

cos (at)u(t) p

p2+a2

sh (at) u(t) a
p2a2

ch (at) u(t) p

p2a2

1
ba

eat  ebt


1

(p+a)(p+b)

teat 1

(p+a)2

3.4 Application

3.4.1 RÈsolution des Èquations di§Èrentielles ordinaires (EDO)

Nous avons vu que les EDO linÈaires du 1er ordre et 2ieme ordre ‡ coe¢cients constants se

rÈsolvent facilement ‡ líaide díune mÈthodologie claire et systÈmatique. Par contre ces techniques

ne síappliquent pas aux EDO díordre plus ÈlevÈe (mÍme lorsque celles-ci sont linÈaires). Nous

prÈsentons dans ce paragraphe tout líintÈrÍt de la transformÈe de Laplace : rÈsoudre une EDO

linÈaire díordre n.

Soit donnÈe une Èquation di§Èrentielle linÈaire díordre n ‡ coe¢cients constants

a0y
(n) + a1y

(n1) + ::::+ an1y
0 + any = f(t)

On demande de trouver la solution y = y(t) pour t  0 de cette Èquation et vÈriÖant les
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conditions initiales

y(0) = y0; y
0(0) = y1; :::::; y

(n1)(0) = yn1

On cherche la transformÈe de Laplace des deux membres de líÈquation :

L

a0y

(n) + a1y
(n1) + :::+ an1y

0 + any

= L (f(t))

En utilisant les propriÈtÈs de linÈaritÈ

a0L

y(n)


(p) + a1L


y(n1)


(p) + :::+ an1L (y

0) (p) + anL (y) (p) = L (f(t)) (p)

Sachant que

L

f (n) (t)


(p) = pnL [f (t)] (p) pn1f(0) pn2f 0(0) ::: f (n1)(0)

La transformÈe de Laplace permet de convertir une Èquation di§Èrentielle en une Èquation

algÈbrique, dont la solution est la transformÈe de la solution y (t) de notre Èquation di§Èrentielle

. Pour Önir, on utilise la transformÈe de Laplace inverse pour dÈterminer la solution.

Exemple 3.4.1 RÈsoudre

x00(t) 3x0(t) + 2x(t) = 4e3t; avec x (0) = 4; x0 (0) = 9

on a

L (x00(t) 3x0(t) + 2x(t)) (p) = L

4e3t


(p)

L (x00(t)) (p) L (3x0(t)) (p) + L (2x(t)) (p) = L

4e3t


(p)

p2X  px(0) x0(0) 3(pX  x(0)) + 2X =
4

p 3

p2  3p+ 2


X =

4

p 3 + 4p 3
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díou

X = L (x(t)) (p)

=
1

p 1 +
1

p 2 +
1

p 3
= L


et + e2t + 2e3t


(p)

donc

x(t) = et + e2t + 2e3t

3.4.2 RÈsolution des Èquations aux dÈrivÈes partielles :

Si on suppose que la fonction u (x; t) admet une transformÈe de Laplace lorsquíelle est considÈrÈe

comme fonction de t et que

u(x; p) =

Z +1

0

u(x; t)eptdt converge normalement pour p > p0

L


@u

@t


= pU (x; p) u(x; 0)

L


@2u

@t2


= p2U (x; p) pu(x; 0) @u

@t
(x; 0)

L


@u

@x


=
dU

dx
et L


@2u

@x2


=
d2U

dx2

En utilisant la transformÈe de Laplace, une Èquation aux dÈrivÈes partielles se transforme en

une Èquation di§Èrentielle ordinaire. On choisit de transformer le problËme par rapport ‡ líune

des deux variables, selon les conditions initiales et les donnÈes.

Exemple 3.4.2 soit le problËme

8
>>>><
>>>>:

@u
@t
(x; t) = @2u

@x2
(x; t) 4u(x; t)

u (0; t) = u(; t) = 0

u(x; 0) = 6 sin(x) 4 sin(2x)
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En utilisant la transformÈe de Laplace par rapport ‡ la variable, on obtient :

d2U

dx2
(x; p) (p+ 4)U (x; p) = 6 sin x+ 4 sin 2x

qui est une Èquation di§Èrentielle linÈaire díordre 2 dont la solution gÈnÈrale est

U0 (x; p) = c1e
p
p+4x + c2e

pp+4x

Et la solution particuliËre

U1 (x; p) =
6

p+ 5
sin x 4

p+ 8
sin 2x

Mais díaprËs les conditions aux limites

c1 = c2 = 0; díou

u (x; t) = 6e5t sin x 4e8t sin 2x:
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Chapitre 4

Travaux DirigÈs

Dans ce chapitre, nous donnons des travaux dirigÈs sur les chapitres prÈcÈdents.
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4.1 TD (Les espaces Lp)

Exercice 4.1.1 Soit (X;A;)  (R; B (R) ;) un espace mesurÈ, tq o˘ X est un ensemble, A

une tribu sur X et  une mesure sur A.

1- Soit

f : R ! R; x 7! f (x) =
1

1 + jxj

et

g : R ! R; x 7! g (x) =

8
><
>:

1
x

si x  1

0 si x  1

Est ce que f 2 L1 (R; B (R) ;) ; f 2 L2 (R; B (R) ;) ; g 2 L2 (R; B (R) ;) :

2- Soit

h : R ! R x 7! h (x) =

8
><
>:
+1 si x = 0

0 si x 6= 0

Montrer que h 2 L1 (R; B (R) ;) :

Exercice 4.1.2 Soit (X;A;)  (R; B (R) ;) un espace mesurÈ. Soit

f : R ! R; x 7! f (x) =
1p
x
1]0;1] (x)

g : R ! R; x 7! g (x) =
1

x
1[1;+1[ (x) :

h : R ! R; x 7! h (x) =

8
><
>:
1 si x =2 Q

1 si x 2 Q

et

k : R ! R; x 7! k (x) =

8
><
>:
x si x =2 Q

1 si x 2 Q

Est ce que f; g 2 L1 (R; B (R) ;) ; f; g 2 L2 (R; B (R) ;) : h 2 L1 (R; B (R) ;) ; k 2 L1 (R; B (R) ;) :
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Exercice 4.1.3 Soit h, k;m;

h (x) =

8
><
>:

1
2

si x =2 Q

1 si x 2 Q
k (x) =

8
><
>:
1 si x =2 Q

1 si x 2 Q
m (x) =

8
><
>:
x si x 6= 1

5 si x = 1

Calculer khkL1(R) ; kkkL1(R) ; kmkL1([2;3]) :

Exercice 4.1.4 Soit

f : R ! R; x 7! f (x) =

8
><
>:
x si 0  x  1

0 si x  0

1- Trouver la valeur de  telle que f 2 L 3
2 (]1; 1]) :

2- Trouver la valeur de  telle que f =2 L1 (]1; 1]) :

Exercice 4.1.5 Soit

f : R ! R; x 7! f (x) =

8
><
>:
x si 0  x  1

x si  5  x  0

Trouver la valeur de  et de , telle que f 2 L 5
2 ([5; 1]) :

Exercice 4.1.6 Soient f; g 2 L3 (R). DÈmontrer que f 2g est intÈgrable.

Exercice 4.1.7 Soit p; q; r  1 tels que 1
p
+ 1

q
= 1

r
. Soient f 2 Lp() et g 2 Lq(): DÈmontrer

que fg 2 Lr() et que

kfgkr  kfkp kgkq

Exercice 4.1.8 Soit (; A;) un espace mesurÈ, p 2 [1;+1[ et soit g 2 Lq(), o˘ q est

líexposant conjuguÈ de p.

Soit T : Lp () ! C dÈÖnie par T (f) =
R

f g d.

1- Montrer que T est dÈÖnie et continue. Montrer que kTk  kgkq :
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2- Soit

f (x) =

8
><
>:
g (x) jg (x)j q2 si g (x) 6= 0

0 si g (x) = 0

Montrer que kfkpp = kgk
q

q ; Calculer T (f) ;dÈduire que kTk = kgkq :

Exercice 4.1.9 Soient la mesure de Lebesgue est Önie ( () 1) et 1  p <1:

Montrer que si q  p, alors Lp()  Lq(): En particulier, pour 1 < q < 2 < p < 1, on

a :

L1()  Lp()  L2()  Lq()  L1():

Exercice 4.1.10 Soit (X;A;)  (R; B (R) ;) un espace mesurÈ. Soit

f : R ! R; x 7! f (x) =

8
><
>:
1 si x =2 Q

1 si x 2 Q

Est ce que f 2 L1 (R; B (R) ;) :

Exercice 4.1.11 Soit la fonction porte

f (t) = [1;1] (t) =

8
><
>:
1 si jtj  1

0 si jtj > 1

Calculer (f  f) (x) :

4.2 TD (Transformation de Fourier)

Exercice 4.2.1 Calculer la transformÈe de Fourier des fonctions suivants :

1 (t) = f (t) =

8
>>>><
>>>>:

1 + t si  1  t  0

1 t si 0  t  1

0 sinon

La fonction triangle.
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 (t) =

8
><
>:
1 si t = 0

0 sinon
avec

Z +1

1
 (t) dt = 1:Impulsion unitaires (Dirac)

en dÈduire la transformÈe de Fourier de  (t t0) :

Exercice 4.2.2 Calculer la transformÈe de Fourier des fonctions suivants :

g (t) = eat
2

; Poura > 0

h (t) =

8
><
>:
et si t  0

 et si t  0

Exercice 4.2.3 1- DÈterminer les transformÈes de Fourier des fonctions

f (t) = [T;T ] (t) =

8
><
>:
1 si jtj  T

0 si jtj > T
La fonction porte.

g (t) = e
jtj
T :

2- A líaide de la formule de rÈciprocitÈ, en dÈduire la transformÈe de Fourier de

h (t) =
sin (t)

t
; k (t) =

1



1

1 + t2
:

Exercice 4.2.4 1- DÈterminer les transformÈes de Fourier de fonction

f (t) = ejtj;  > 0

2- A líaide de la formule de rÈciprocitÈ, en dÈduire la transformÈe de Fourier de

g (t) =
1

1 + t2
:
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3- Calculer f ? f , calculer ainsi la transformÈe de Fourier de

f ? f ; h (t) =
1

(1 + t2)2
:

4- En dÈduire la transformÈe de Fourier de

k (t) =
t

(1 + t2)2
:

Exercice 4.2.5 Soit f une fonction rÈelle. Montrer que

1- Si la fonction f est rÈelle et paire alors

z (f(t)) () = F () = 2
Z +1

0

f(t) cos (2t) dt

2- Si f est rÈelle et impaire alors

z (f(t)) () = F () = 2i
Z +1

0

f(t) sin (2t) dt

Exercice 4.2.6 Soient f; g deux fonctions et a; b 2 R: Montrer que

z (af(t) + bg (t)) () = az (f(t)) () + bz (g(t)) () : LinÈaritÈ

z

f(t)


() = F () : Conjugaison

z (f(t a)) () = e2iaz (f(t)) () :Translation temporelle

z

e2i0tf(t)


() = F ( 0) : Translation frÈquentielle

z (f(at)) () =
1

a
F

a


; a  0: HomothÈtie

Exercice 4.2.7 Soient f; g deux fonctions. Montrer que

z

df(t)

dt


() = 2iF () ; z


dnf(t)

dtn


() = (2i)

n
F ()
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dz (f(t)) ()
d

=
dF ()

d
= i2z (tf(t)) () ; d

nz (f(t)) ()
dn

=
dnF ()

dn
= (i2)nz (tnf(t)) ()

z (f(t)  g (t)) () = z (f(t)) () :z (g(t)) () : Convolution

Exercice 4.2.8 1- DÈterminer les transformÈes de Fourier de fonction

f (t) = a; a constante

2- DÈterminer les transformÈes de Fourier de fonction

1 (t) = f (t) =

8
>>>><
>>>>:

 + t si    t  0

  t si 0  t  

0 sinon

La fonction triangle.

Exercice 4.2.9 DÈterminer les transformÈes de Fourier des fonctions

f (t) = eit; cos (t) ; sin (t) ;

Exercice 4.2.10 DÈterminer les transformÈes de Fourier de

sgn (t) =

8
>>>><
>>>>:

1 si t  0

0 si t = 0

1 si t  0

En dÈduire la transformÈe de Fourier de

H (t) = U (t) =

8
><
>:
1 si t  0

0 si t  0
Echlon unitÈ (Heaviside)

tel que

sgn (t) = 2U (t) 1

Exercice 4.2.11 En appliquant la transformation de Fourier, rÈsoudre les Èquations di§Èren-
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tielles suivantes

y" + y = et2

y" + 2ty0 + 4y = 0

y0 + 2aty = 0
8
><
>:
ut  uxx = 0; (t; x) 2 ]0;+1[ R

u (0; x) = u0 (x) ; u0 (x) 2 L1 (R)
8
><
>:
ut  a2uxx = 0; (t; x) 2 ]0;+1[ R

u (0; x) = u0 (x) ; u0 (x) 2 L1 (R)

Exercice 4.2.12 1- DÈterminer la transformÈe de Fourier de fonction

f (t) = eajtj; a > 0:

2- En dÈduire la transformÈe de Fourier des fonction

g (t) = ejtj; h (t) = e2jtj:

3- soit líÈquation di§Èrentielle suivante

y" + y = e2jtj; (I)

a) Montrer que

4

(1 + 422) (4 + 422)
=
2

3

2

1 + 422
 1
3

4

4 + 422
:

b) Montrer que si y (t) vÈriÖe líÈquation di§Èrentielle (I) ; alors

F (y (t)) () = F () =
2

3

2

1 + 422
 1
3

4

4 + 422
:

c) En dÈduire y (t) la solution de líÈquation di§Èrentielle (I) :
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4.3 TD (Transformation de Laplace)

Exercice 4.3.1 Calculer les transformÈes de Laplace des fonctions causales dÈÖnies pour t  0

par

f(t) = et; g(t) = sin(wt); h(t) = cos(wt)

Exercice 4.3.2 DÈterminer les originaux des fonctions suivantes ‡ líaide de la table et, Èven-

tuellement, de dÈcomposition en ÈlÈments simples :

F (p) =
1

p2  3p+ 2 ; G(p) =
p+ 1

p(p2 + 4)
; H(p) =

5

(p+ 1)(p2 + 4p+ 8)

Exercice 4.3.3 RÈsoudre les problËmes de Cauchy suivants en utilisant la transformation de

Laplace

y0 + 3y = et; y(0) = 2

y" 4y0 + 3y = e2t; y(0) = 0; y0(0) = 2

Exercice 4.3.4 Utiliser la transformation de Laplace pour rÈsoudre le systËme di§Èrentiel

8
><
>:

dx
dt
= 7x 6y + 1
dy

dt
= 12x+ 10y

avec les conditions initiales x(0) = 0 et y(0) = 0:

4.4 Les controles

(EXAMEN FINAL 2022)

EXERCICE N1. Soit f la fonction dÈÖnie sur ]0;+1[ par

f (x) =
1

x (1 + jln (x)j)2
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1- En utilisant le changement de variable (t = ln (x)) ;montrer que f 2 L1 (]0; 1]) ; f 2 L1 ([1;+1[)

2- Soit p 2 ]1;+1[ ; montrer que f 2 Lp ([1;+1[) :

3- Montrer que f est strictement dÈcroissant sur [1;+1[ , Est-ce que f 2 L1 ([1;+1[) :

EXERCICE N2. Soit a  0; f dÈÖnie sur R; f (t) = eat2

1- Montrer que f est une solution de líÈquation di§Èrentielle

y0 (t) + 2aty (t) = 0 (E)

2- ¿ líaide díune intÈgration par parties, montrer que

z

df (t)

dt


() = z (f 0 (t)) () = 2iz (f (t)) () :

3- Montrer que

z0 (f (t)) () =
d

d
[z (f (t)) ()] =

2

i
z (tf (t)) () :

4- En appliquant la transformation de Fourier ‡ líÈquation di§Èrentielle (E), montrer que

az0 (f (t)) () + 22z (f (t)) () = 0 (E 0)

5- Sachant que
R +1
1 eat

2

dt =
p


a
; calculer z (f (t)) (0) :

6- Montrer que z (f (t)) (0) e
22

a est une solution de líÈquation di§Èrentielle (E 0) :

(EXAMEN FINAL 2023)

EXERCICE N1. Soit fn la fonction dÈÖnie sur [0; 1] par

fn (x) =

8
>>>><
>>>>:

2n+:x si 0  x  1
2n

2n (1 nx) si 1
2n

 x  1
n

0 si 1
n
 x  1

;  2 R+;  6= 0; n 2 N:
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1- Montrer que Z
(1 nx)p dx = 1

(p+ 1)n
(1 nx)p+1 + C

2- Trouver les valeurs de p telle que

lim kfn  0kLp([0;1]) = 0 pour n ! +1:

EXERCICE N2.

1- ¿ líaide díune intÈgration par parties, montrer que

z

df (t)

dt


() = z (f 0 (t)) () = 2iz (f (t)) () :

2- a) Montrer que

z0 (f (t)) () =
d

d
[z (f (t)) ()] =

2

i
z (tf (t)) () :

b) En dÈduire que

z (tf 0 (t)) () = z0
(f (t)) ()z (f (t)) () = z0

()z ()

3- Soit líÈquation di§Èrentielle

f
00
(t) + tf

0
(t) + f (t) = 0 (E)

a) En appliquant la transformation de Fourier ‡ líÈquation di§Èrentielle (E), montrer que

z0 (f (t)) () 422z (f (t)) () = 0 (E 0)

b) RÈsoudre líÈquation

E

0
:

4- Soit g dÈÖnie sur R; g (t) = e
1

42
t2
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Sachant que

z (g (t)) () =
p
2
e

22

En dÈduire f (t) la solution de líÈquation (E) :

(EXAMEN FINAL 2024)

EXERCICE N1.

1- Soit f la fonction dÈÖnie sur ]0;+1[ par

f (x) =
1

x (1 + jln (x)j)2

En utilisant le changement de variable (t = ln (x)) ; montrer que f 2 L1 (]0; 1]) :

2- Montrer que líensemble L2(X;M;) est un sous-espace vectoriel de F (X;K):

3- Montrer que líespace L1(X;M;) est un espace de Banach.

EXERCICE N2. Soit F () = F (f (t)) () la transformÈe de Fourier de f (t) ; et f; f 0 2

L1 (R) :

1- Montrer que

F

t2f (t)


() =  1

42
F

00
() ; (E1)

2- Calculer la transformÈe de Fourier de la fonction suivante

g(t) = et; t > 0:

3- Utiliser la relation (E1) pour calculer la transformÈe de Fourier de

k(t) = t2et; t > 0:

4- Aí líaide díune intÈgration par parties, montrer que

z

df (t)

dt


() = z (f 0 (t)) () = 2iz (f (t)) () :

68



Chapitre 4. Travaux dirigÈs, Dr : SACI ATEF

5- Utiliser la question 4, et ‡ líaide díune intÈgration par parties, montrer que

z

d2f (t)

dt2


() = z


f (2) (t)


() = (2i)

2z (f (t)) () :

6- Soit h(x) la fonction (pour x > 0) solution de líÈquation di§Èrentielle suivante

h00 (t) + 2h0 (t) + h (t) = et (E2)

7- En appliquant la transformation de Fourier ‡ líÈquation di§Èrentielle (E2), montrer que

z (h (t)) () =
1

(1 + 2i)
3

(E3)

8- Par la question 3, conclure h (t) :

9- Par la relation (E3). Comment pourrait on Ècrire h(t) sous forme de produit de convolution

díune mÍme fonction.
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